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ARITHME´TIQUE DES COURBES ELLIPTIQUES A` RE´DUCTION
SUPERSINGULIE`RE EN p
BERNADETTE PERRIN-RIOU
Re´sume´ :Nous faisons le point sur la conjecture principale pour une courbe elliptique
sur Q ayant bonne rduction supersingulire en p et en donnons quelques consquences.
Puis nous dfinissons la notion de λ invariant et de µ invariant dans cette situation,
gnralisant un travail de Kurihara et en dduisons la forme de l’ordre du groupe
de Shafarevich-Tate le long de la Zp-extension cyclotomique. Par des exemples,
nous donnons quelques arguments qui, en alliant the´ore`mes et calculs nume´riques,
permettent de calculer l’ordre de la composante p-primaire du groupe de Shafarevich-
Tate dans des cas non connus jusqu’a` pre´sent (groupe de Shafarevich-Tate non
trivial, courbes de rang ≥ 1).
Dans l’article “Parabolic points and zeta functions of modular curves” en 1972
([12]), Manin donne entre autres des formules explicites pour les valeurs des fonc-
tions L associe´es a` une forme modulaire de poids 2 en termes de symboles modu-
laires. Les reliant conjecturalement a` la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer,
il exprime le comportement conjectural du rang de la courbe elliptique associe´e E
le long de la Zp-extension cyclotomique Q∞. Lorsque E a bonne re´duction ordi-
naire, Mazur montre dans [13] une partie de ces conjectures en utilisant la the´orie
d’Iwasawa etla technique des Γ-modules et e´nonce ce qu’on appelle de´sormais “les
conjectures principales”. Pour le cas ou` E a bonne re´duction supersingulie`re en p,
citons Manin : les nombres premiers supersinguliers ont re´siste´ jusqu’a` maintenant
faute d’une technique de Γ-modules.
Ces techniques existent maintenant : interpolation des valeurs spe´ciales p-adique-
ment depuis de´ja` longtemps (Manin-Vishik, Amice-Ve´lu, Mazur-Tate-Teitelbaum)
et plus re´cemment the´orie d’Iwasawa comple`te : e´nonce´ des conjectures principales,
calcul des valeurs spe´ciales en termes du groupe de Shafarevich-Tate. Par exemple,
dans [16], sous une hypothe`se de non-nullite´ d’une fonction L p-adique, il est montre´
que E(Q∞) est de rang fini.
1 Le the´ore`me de Kato dont la de´monstration utilise
un syste`me d’Euler-Kolyvagin permet de montrer cette non-nullite´ et d’obtenir une
partie de la conjecture principale. En utilisant le the´ore`me de Kato, Kurihara [11] a
re´cemment montre´ que si L(E, 1)/ΩE est une unite´, E(Q∞) est fini etX(E/Qn)(p)
est fini pour toute extension finie Qn/Q contenue dans Q∞ et a calcule´ l’ordre de
X(E/Qn)(p).
Dans cet article, nous donnons une ge´ne´ralisation du the´ore`me de Kurihara.
En alliant alors ces the´ore`mes a` des calculs nume´riques, nous sommes en mesure
de donner des exemples ou` l’on peut montrer la conjecture principale comple`te,
ou` il est possible de calculer l’ordre de la composante p-primaire du groupe de
Shafarevich-Tate et de montrer qu’il est e´gal a` l’ordre conjectural. Il est possible
aussi de calculer de manie`re non conjecturale la manie`re dont il varie le long de la
Zp-extension cyclotomique. Pre´cisons bien qu’il s’agit vraiment de l’ordre et
Date: 12 juillet 2001.
1Plus exactement, pour que l’e´nonce´ de loc. cit. ne soit pas conjectural, l’hypothe`se mise e´tait
que E(Q) et le groupe de Tate-Shafarevich sont finis, mais l’hypothe`se qu’une certaine fonction L
p-adique est non nulle est suffisante, hypothe`se maintenant de´montre´e par Kato.
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non de l’ordre conjectural. Les calculs nume´riques en question ne font inter-
venir que des calculs de symboles modulaires et donnent des renseignements sur
les invariants arithme´tiques de la courbe elliptique sur Q∞. On revient ainsi aux
sources des conjectures principales qui relient des donne´es analytiques a` des donne´es
arithme´tiques. Beaucoup de cas particuliers ne de´montrent pas une conjecture. Ce-
pendant, les arguments mis en œuvre sont, me semblent-ils, inte´ressants car ils
montrent ce qu’il est possible de tirer de la conjecture a` partir de quelques calculs
de symboles modulaires.
Les calculs ont e´te´ faits en utilisant le logiciel GP/Pari [1], une version pre´limi-
naire d’un programme GP de Joseph L. Wetherell (que l’on peut trouver a` l’adresse
[24]) modifie´e avec l’aide de Dominique Bernardi pour calculer les symboles modu-
laires et les valeurs de fonctions L p-adiques, les courbes calcule´es par J. Cremona
et les programmes mwrank et ratpoints pour calculer des points dans le groupe de
Mordell-Weil de E ([7]), le programme GP de Tom Womack pour calculer l’ordre
conjectural du groupe de Shafarevich-Tate. Je remercie les auteurs de ces pro-
grammes et donne´es en libre acce`s. Quelques programmes seront mis a` l’adresse
[26]. Ils ont tourne´ a` la fois sur des ordinateurs Macintosh et sur les serveurs du
GDR Me´dicis de l’e´cole Polytechnique ([25]).
Je remercie avec grand plaisir Dominique Bernardi et Karim Belabas pour l’aide
qu’ils m’ont apporte´e.
1. Fonction L p-adique analytique et congruences provenant de la
distribution modulaire
La construction de la fonction L p-adique associe´e a` une courbe elliptique mo-
dulaire repose sur l’existence et les proprie´te´s des symboles modulaires. Rappelons
rapidement quelques notations. Les re´fe´rences sont [12], [15], [7], [24].
1.1. Soit E une courbe elliptique de´finie sur Q. Soit D(E) le quotient de l’espace
vectoriel des formes diffe´rentielles sur E de´finies sur Q par le sous-espace vectoriel
des formes diffe´rentielles exactes. C’est un Q-espace vectoriel de dimension 2 conte-
nant la droite Fil0D(E) engendre´e par l’image des formes diffe´rentielles invariantes.
Soit ωE une forme diffe´rentielle de Ne´ron sur Z. Si
y2 + a1xy + a3y = x
3 + a2x
2 + a4x+ a6
est un mode`le minimal de Weierstrass, on peut prendre ωE =
dx
2y+a1x+a3
. Les
classes de ωE et de η = xωE forment une base de D(E). Ainsi, en tant que Q-
espace vectoriel, D(E) = H1dR(E/Q). En tant que module filtre´, il s’agit plutoˆt
de H1dR(E/Q)[−1]. Le Q-espace vectoriel D(E) est muni d’une forme biline´aire al-
terne´e [·, ·]D(E) ve´rifiant [ωE , η]dR = 1. Soit NE le conducteur de E. Notons f la
forme modulaire associe´e a` E, choisissons une parame´trisation π : X0(NE)→ E de
degre´ minimal, cπ la constante associe´e : ωE = cπωf avec π
∗ωf = f(z)2iπdz.
Rappelons que Dp(E) = Qp ⊗ D(E) admet un endomorphisme ϕ dit de Fro-
benius. On renvoie a` la note [3] pour une description concre`te. Le polynoˆme ca-
racte´ristique de ϕ tel qu’il a e´te´ choisi est alors X2 − p−1apX + p−1. On pose
L(E/Qp, s) = (1− app−s + p1−2s)−1.
Soit ME le Zp-re´seau engendre´ par ωE et η dans Dp(E). L’endomorphisme pϕ
laisse stable ME. D’autre part, ϕωE ∈ME. Comme p est suppose´ supersingulier, il
est facile de voir que [ϕωE , ωE ]Dp(E) est une unite´ (si
(
pγ α
pδ β
)
est la matrice de pϕ
dans la base (ωE , η) avec α, β, γ, δ ∈ Zp, on a pγ+β = ap, γβ−αδ = 1 ; comme ap
est divisible par p, il en est de meˆme de β ; donc [ϕωE , ωE ]Dp(E) = δ est une unite´).
On en de´duit queME = ZpωE⊕ZϕωE (noter le changement de notation par rapport
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a` [3]). Remarquons de`s maintenant que lorsque E a bonne re´duction supersingulie`re
en p, p ne divise pas cπ (A.2). Ainsi, si Mf = Zωf + Zpϕωf , ME = cπMf = Mf .
Soit c0 le nombre de composantes connexes de E(R). Soit m un entier tel que
π∗{r} ∈ H1(E,m−1Z) ou` {r} est l’image dans X0(NE)(C) d’un chemin joignant
∞ a` r (son existence est due a` un the´ore`me de Manin).
Soient γ+ et γ− des bases des Z-modules H1(E,Z)
+ et H1(E,Z)
− telles que∫
γ+
ωE ∈ R+ et
∫
γ−
ωE ∈ iR+. Si r est un rationnel, on note x±(r) les composantes
de −π∗{−r} dans la base (γ+, γ−). Ce sont des e´le´ments de m−1Z. Lorsque le
de´nominateur de r est premier a` NE , x
±(r) est de plus entier en p (la pointe 0
et la pointe r sont alors e´quivalentes sous le sous-groupe de congruence Γ0(NE),
(p− 1−ap)π∗{0} s’exprime en termes des π∗{ap}−π∗{∞} (avec a ∈ Z premier a` p)
qui sont entiers et p− 1− ap est une unite´ en p). On pose c1 = cπc0 et C = 2cπm.
Pour p impair supersingulier pour E, ce sont des entiers premiers a` p.
1.2. Le symbole modulaire ve´rifie des proprie´te´s de congruences qui peuvent se
traduire comme l’existence d’une distribution p-adique d’ordre 1/2 (Vishik, Amice-
Ve´lu). Ainsi, pour a premier a` p, les
µ(a+ pnZp) = c
−1
1 (x
+(a/pn)ϕn(ωE)− x+(a/pn−1)ϕn+1(ωE)) ∈ Dp(E) .
de´finissent une distribution sur Z∗p et ve´rifient µ(a+ p
nZp) ∈ C−1p−(⌊n/2⌋+1)ME.
On pose Lp(E)(ρ) =
∫
Z∗p
ρ(χ−1a)dµ un des avatars de la fonction L p-adiques
pour ρ caracte`re continu de G∞ a` valeurs dans C
∗
p. Nous aurons besoin d’autres
versions. Soit H l’anneau des fonctions analytiques sur le disque unite´ {|x| < 1}
ve´rifiant une proprie´te´ de croissance (par exemple supn p
nh||f ||p−1/(p−1)pn < ∞
pour un h ∈ R), H(Γ) l’image de H par x 7→ (γ − 1) avec γ ge´ne´rateur de Γ =
Gal(Q(µp∞)/Q(µp)) etH(G∞) = Zp[Gal(Q(µp)/Q)]⊗H(Γ). On a alors Lp(E)(ρ) =
ρ(Lˆp(E)) avec Lˆp(E) ∈ H(G∞) ⊗ Dp(E), ou encore si γ est un ge´ne´rateur de
Gal(Q(µp∞/Q(µp)) ou ce qui revient au meˆme de 1 + 2pZp (a` travers le caracte`re
cyclotomique χ) et ei l’idempotent de ∆ = Gal(Q(µp)/Q) associe´ au caracte`re
χi|Gal(Q(µp)/Q)
Lˆp(E) =
∑
i
Lˆp,(i)(E)(γ − 1)ei
avec Lˆp,(i)(E) ∈ H⊗Dp(E), fonction analytique de x. Ainsi, si Teich est le caracte`re
de Teichmu¨ller,
(1.2.1) Lˆp,(i)(E) =
∫
Z∗p
Teichi(u)(1 + x)
logp u
logp χ(γ) dµ(u) .
On a alors
∫
Z∗p
xkdµ = Lp(E)(χ
k) = Lˆp,(k)(E)(〈χ(γ)〉k − 1). La de´rive´e d’ordre k
en 1 (resp. en caracte`re δ de Dirichlet de conducteur une puissance de p) se calcule
par la formule
L(k)p (E)(1) =
∫
Z∗p
logkp a dµ , L
(k)
p (E)(δ) =
∫
Z∗p
δ(a) logkp a dµ .
Ainsi, si δ est un caracte`re d’ordre pn et de conducteur pn+1 que l’on voit soit comme
un caracte`re de Dirichlet, soit comme un caracte`re de Gal(Q(µpn+1)/Q(µp)) =
Gal(Qn/Q) avec Qn = Q(µpn+1)
∆, on a
L(k)p (E)(δ) = (logp χ(γ))
−kLˆ
(k)
p,(0)(E)(δ(γ) − 1)
que l’on note aussi δ(L
(k)
p (E)), ce qui ne devrait pas porter a` confusion.
3
La fonction Lp(E) ve´rifie l’e´quation fonctionnelle
Lp(E)(ρ
−1) = ǫanalLp(E)(ρ)
ou` ǫanal est le signe de l’e´quation fonctionnelle complexe : on a donc ǫanal =
(−1)r∞anal = (−1)rpanal ou` r∞anal est l’ordre d’annulation de L(E, s) en 1 et ranal =
rpanal l’ordre d’annulation de Lp(E) en 1.
Cet article reposant en partie sur des calculs nume´riques, indiquons de`s mainte-
nant quelques outils de calculs de ces fonctions. Nous prendrons alors χ(γ) = 1+ p
(pour p impair). Conside´rons d’abord les polynoˆmes d’interpolation des fonctions
Lˆp,(i)(E) modulo ωn(x) avec ωn(x) = (1 + x)
pn − 1. Plus pre´cise´ment, si ξn(x) =
ωn(x)/ωn−1(x), nous montrerons que si j est une classe modulo p− 1, il existe une
et une seule famille de polynoˆmes P
(j)
n pour n ≥ 0, de degre´ < pn ve´rifiant
Lˆp,(j)(E) ≡ P (j)n ϕn+1ωE − ξnP (j)n−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)
pour n ≥ 1. Explicitement, on a
P (j)n = c
−1
1
pn+1∑
a=0
(a,p)=1
Teichj(a)x+(
a
pn+1
)(1 + x)rn(a)
ou` rn(a) est de´termine´ par rn(a) ≡ logp alogp 1+p mod p
n et 0 ≤ rn(a) < pn. Ce polynoˆme
est a` coefficients dans C−1Zp = Zp.
Si a et b sont deux vecteurs coline´aires d’un Qp-espace vectoriel : a = λb, on
e´crit a ∼ b si λ est une unite´ de Zp.
1.3. Conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique. La conjecture de
Birch et Swinnerton-Dyer p-adique dans le cas supersingulier a la forme suivante
([3]) :
Conjecture. Soit r le rang de E(Q) et X(E/Q) le groupe de Shafarevich-Tate de
E/Q : alors,
(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L
(r)
p (E))
r!
= L(E/Qp, 1)
−1 Tam(E)
♯E(Q)2tor
♯X(E/Q)R(r)(E) .
Ici Tam(E) est le produit des nombres de Tamagawa locaux ; R(r)(E) est un
e´le´ment de Dp(E) dont le calcul demande la connaissance de E(Q) (re´gulateur
p-adique du groupe de Mordell-Weil E(Q)). On peut le de´crire de la manie`re sui-
vante. Rappelons d’abord qu’une fois choisie la forme diffe´rentielle de Ne´ron ωE ,
on associe a` tout e´le´ment ν de Dp(E) une forme quadratique hν sur E(Q), appele´e
hauteur p-adique et on note 〈·, ·〉ν la forme biline´aire associe´e (voir [14], [3] pour
une description en termes de fonctions σ). Ainsi, hωE (P ) = −(logωE P )2 ou` logωE
est le logarithme sur E(Q) associe´ a` la forme diffe´rentielle invariante ω. Supposons
r ≥ 1. Le noyau de la forme biline´aire 〈·, ·〉ωE est de rang r − 1, c’est le noyau de
localisation Zp⊗ZE(Q)→ Zp⊗E(Qp) que l’on note (Zp⊗ZE(Q))0. Les hν varient
line´airement en ν ∈ Dp(E). On en de´duit que la restriction de 〈·, ·〉ν a` (Zp⊗ZE(Q))0
est inde´pendante de ν 6∈ Fil0Dp(E) = QpωE : on la note 〈〈·, ·〉〉 . L’orthogonal de
(Zp⊗ZE(Q))0 est inde´pendant de ν. Cette forme biline´aire est conjecture´e eˆtre non
de´ge´ne´re´e sur (Zp ⊗ZE(Q))0. Il existe un unique e´le´ment R(r)(E) ∈ Dp(E) tel que
[R(r)(E), ν]Dp(E) =
det ((〈Pi, Pj〉ν))
[E(Q)/E(Q)tors :
∑r
i=1 ZPi]
pour ν 6∈ Fil0Dp(E) et (Pi) un syste`me libre de rang r de E(Q). On peut le de´crire
explicitement par
(1) si r = 0, R(0)(E) = ωE ;
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(2) si r = 1,
R(1)(E) =
hν(P )ωE − hωE (P )ν
[ωE , ν]Dp(E)
avec P un ge´ne´rateur de E(Q) modulo torsion et hν la hauteur p-adique
associe´e a` ν ; remarquons que hωE (P ) n’est jamais nul car P n’est pas de
torsion ;
(3) si r ≥ 2,
R(r)(E) =
det ((〈Pi, Pj〉ν)) ν′ − det ((〈Pi, Pj〉ν′)) ν
[E(Q)/E(Q)tors :
∑r
i=1 ZPi][ν
′, ν]Dp(E)
.
=
disc (〈·, ·〉νν′ − 〈·, ·〉ν′ν)
[ν′, ν]Dp(E)
pour (ν, ν′) une base de Dp(E) avec ν et ν
′ n’appartenant pas a` Fil0Dp(E).
A` une unite´ p-adique pre`s, R(r)(E) est aussi le produit du discriminant de
〈〈·, ·〉〉 sur (Zp⊗ZE(Q))0 par (hν(Pu)ωE −hωE (Pu)ν)/[ωE , ν] si Pu est une
base de l’orthogonal de (Zp ⊗Z E(Q))0 dans Zp ⊗Z E(Q) :
R(r)(E) ∼ disc〈〈·, ·〉〉hν(Pu)ωE − hωE (Pu)ν
[ωE , ν]
et on a
[R(r)(E), ωE ]Dp(E) ∼ disc〈〈·, ·〉〉 log2ωE (Pu) .
2. Fonction L p-adique arithme´tique
2.1. De´finition du module arithme´tique. Soit Tp(E) le module de Tate des
points de p∞-torsion de E et Vp(E) = Qp ⊗ Tp(E). On de´finit le re´gulateur p-
adique [18]
LE : lim
←
n
H1(Qp(µpn), Tp(E))→ H(G∞)⊗Dp(E) .
Il est d’ordre ≤ 0 au sens suivant : on dit que f ∈ Qp[[x]] ⊗Dp(E) analytique sur
le disque unite´ {|x|p < 1} de Cp est d’ordre ≤ 0 si pour un (ou tout) ρ < 1, les
||(1⊗ ϕ)−nf ||ρ1/pn sont borne´s avec n.
Soit H1∞(Q, Tp(E)) la limite projective des groupes de cohomologie galoisienne
a` ramification limite´e H1(GS,Q(µpn), Tp(E)) et H
2
∞,p(Q, Tp(E)) la limite projective
des noyaux H2(GS,Q(µpn ), Tp(E)) → ⊕v∈SH2(Q(µpn)v, Tp(E)) (S est un ensemble
de places contenant les places divisant p et les places ou` E a mauvaise re´duction et
GS,K le groupe de Galois sur K de la plus grande extension de K non ramifie´e en
dehors des places au dessus de S). De´finissons alors Iarith comme le sous-Zp[[G∞]]-
module de H(G∞)⊗Dp(E) engendre´ par l’image de(
detZp[[G∞]]H
2
∞,p(Q, Tp(E))
)−1 ⊗H1∞(Q, Tp(E))
par LE , ce qui signifie pratiquement que si F2 est une se´rie caracte´ristique du
module de Zp[[G∞]]-module de torsion H
2
∞,p(Q, Tp(E)) et si c est un e´le´ment de
H1∞(Q, Tp(E)) tel que H
1
∞(Q, Tp(E))/Zp[[G∞]]c soit de Zp[[Γ]]-torsion (et de se´rie
caracte´ristique Fc), on a
Iarith(E/Q) = Zp[[G∞]]F
−1
c
F2LE(c) .
Cette de´finition est conforme a` l’ide´e de l’utilisation d’un re´gulateur pour mesurer
un objet complique´. On note Iarith(E/Q) un ge´ne´rateur de Iarith(E/Q).
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2.2. Formule arithme´tique de Birch et Swinnerton-Dyer. Soit Sel(E, pn) le
groupe de Selmer relatif a` la multiplication par pn. On de´finit
Selp(E/Q) = lim
→
n
Sel(E, pn) = H1f (Q, Vp(E)/Tp(E))
Sˇp(E) = lim
←
n
Sel(E, pn) = H1f (Q, Tp(E))
(les deuxie`mes notations sont celles de Bloch-Kato). Rappelons que l’on a une suite
exacte
0→ Zp ⊗ E(Q)→ Sˇp(E)→ Tp(X(E/Q))→ 0 .
ou` Tp(X(E/Q)) est le module de Tate du groupe de Shafarevich-Tate de E/Q. Les
formes biline´aires introduites pre´ce´demment se prolongent naturellement a` Sˇp(E),
de meˆme que 〈〈·, ·〉〉 au noyau de localisation Sˇp(E)0. Soit X(Tp(E)/Q)(p) le quo-
tient de Selp(E/Q) par sa partie divisible maximale, ce qui est aussi le quotient de
X(E/Q)(p) par sa partie divisible maximale et est e´gal a` X(E/Q)(p) lorsque ce
dernier est fini. On a alors le the´ore`me ([18]) :
2.2.1. The´ore`me. Iarith(E/Q) a un ze´ro en 1 de multiplicite´ supe´rieure ou e´gale a`
rarith = rgZp Sˇp(E). Il est e´gal a` rarith si et seulement si la forme biline´aire 〈〈·, ·〉〉
est non de´ge´ne´re´e sur Sˇp(E)0. On a alors
(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(I∗arith(E/Q))
∼ L(E/Qp, 1)−1 Tam(E)
♯E(Q)2tor
♯X(Tp(E)/Q)(p)R
(r)(E) ∈ Dp(E)
ou` R(r)(E) est de´fini comme en 1.3 en remplac¸ant Zp ⊗ E(Q) par Sˇp(E).
Ici, 1(I∗arith(E/Q)) =
1(I
(rarith)
arith (E/Q))
rarith!
.
Remarque. Ce the´ore`me est de´montre´ dans [18] et dans un cadre plus ge´ne´ral dans
[20]. Avec la notation de [20, chap. 3], le sous-espace N engendre´ par ν ∈ Dp(E)
est re´gulier si et seulement si 〈〈·, ·〉〉 est non de´ge´ne´re´e ; les suites sN et sf,N sont
re´duites a`
0→ N → Dp(E)/Fil0Dp(E)→ 0(sN )
0→ Sˇp(E)∗ → Sˇp(E)→ 0(sf,N )
de`s que N 6= Fil0Dp(E) et a`
0→ N → N 0→ Dp(E)/Fil0Dp(E)→ Dp(E)/Fil0Dp(E)→ 0(sN )
0→ Sˇp(E)∗0 → Sˇp(E)0 → 0(sfN )
lorsque N = Fil0Dp(E) (la forme biline´aire 〈·, ·〉N est dans ce cas e´gale a` 〈〈·, ·〉〉).
Le the´ore`me 2.2.1 se ge´ne´ralise a` K = Q(µpn) (et meˆme a` une extension finie de
Q, compose´e d’une extension de Q non ramifie´e en p et d’une sous-extension finie
de Q(µp∞)). Soit ∆K le groupe de Galois de K/Q et ∆ˆK le groupe des caracte`res
de ∆K . Si δ est un caracte`re de ∆, soit p
nδ la p-partie de son conducteur. On note
G∞,K le groupe de Galois de K(µp∞)/K. On attache a` un e´le´ment v de Dp(E) et
a` K l’e´le´ment suivant
v˜K = ⊗δ∈∆ˆKϕnδv ⊗ (1− δ(p)ϕ)(1 − p−1δ(p)ϕ−1)−1v
de κ⊗ ⊗[K:Qp]Qp Dp(E) avec κ le corps de coefficients des caracte`res de ∆K . Remar-
quons que ω˜Qp = (1 − ϕ)(1 − p−1ϕ−1)−1ω, que si δ est un caracte`re de Dirichlet
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non ramifie´ en p (i.e. δ(p) 6= 0, n(δ) = 0), la contribution de δ est (1 − δ(p)ϕ)(1 −
p−1δ(p)−1ϕ−1)−1. Lorsque δ est ramifie´ (donc δ(p) = 0), sa contribution est ϕn(δ).
Si χK est le caracte`re cyclotomique de G∞,K , on a χK(τ
[K:Qp]) = χ(τ)[K:Qp]. On
pose alors
Iarith(E/K)(χ
s
K) = ⊗δIarith(E/K)(δχs) ∈ Funct(Gˆ∞,K ,Cp)⊗[K:Qp] Dp(E) .
Notons rK le rang de Sˇp(E/K) et I
(rK)
arith(E/K)(1K) la de´rive´e rK-ie`me en 1K
(caracte`re trivial de G∞,K par rapport a` χK). Soit v un e´le´ment de Dp(E). Si
N = Kv est le K-espace vectoriel engendre´ par v, vu comme Qp-espace vectoriel,
on peut lui associer comme dans [20] (voir aussi [6]) une forme biline´aire 〈·, ·〉Kv
sur Sˇp(E/K) a` valeurs dans Qp (et meˆme dans Zp). On note 〈〈·, ·〉〉K sa restriction
au noyau de localisation Sˇp(E/K)0 en p.
2.2.2. The´ore`me. 1) On a
Iarith(E/K)(1K) = ⊗δ∈∆ˆKδ(Iarith) ∈ Qpω˜E,K .
2) Si δ(Iarith) est non nul, alors le rang de E(K)
(δ) est nul et X(K)(δ) est fini.
3) En particulier, si Iarith(E/K)(1) est non nul, E(K) et X(E/K)(p) sont
finis. On a alors
Iarith(E/K)(1K) ∼ L(E/Kp, 1)−1Tam(E/K)♯X(E/K)
♯E(K)2
ω˜E,K .
4) Plus ge´ne´ralement, si Sˇp(E/K) est de rang rK ≥ 1, et v un e´le´ment de Dp(E)
qui n’appartient pas a` Fil0Dp(E),
[
I
(rK)
arith(E/K)(1K)
rK !
, v˜K ]D(E)/[ωE, v]
[K:Q]
Dp(E)
∼ L(E/Kp, 1)−1Tam(E/K)♯X(Tp(E)/K)(p) disc〈·, ·〉K⊗v
La de´monstration est semblable a` la de´monstration du the´ore`me 3.5.2 de [20] en
prenant N = Kv. Nous ne redonnons pas la preuve de l’assertion sur l’ordre du
ze´ro, mais seulement les e´tapes du calcul du coefficient dominant. La modification
des facteurs d’Euler qui sont ici cache´s dans v˜K provient de ce que les formules
donnant les valeurs spe´ciales de LE en un caracte`re δ de conducteur pn avec n ≥ 0
font intervenir ϕn.
On reprend les notations du §2.1 et posons K = Q(µpn). On pose G∞,K =
Gal(K∞/K) et ∆K = Gal(K/Q). On note Kp = Qp ⊗Q K =
∏
v|pKv, OKp =
Qp ⊗Q OK . Pour δ caracte`re de ∆K = Gal(K/Q) et Oδ l’anneau engendre´ par
les valeurs de δ, on note eδ =
∑
σ∈∆K
δ−1(σ)σ. Soit H1(K,Tp(E))0 l’image de
H1∞(K,Tp(E))G∞,K dans H
1(K,Tp(E)). Notons Σf l’ensemble des caracte`res de ∆
tels que eδH
1(K,Vp(E))0 soit contenu dans eδH
1
f (K,Vp(E)) = eδ(Qp ⊗ Sˇp(E)) et
Σ/f l’ensemble des caracte`res de ∆ tels que eδH
1(K,Vp(E))0 ne soit pas contenu
dans eδH
1
f (Kp, Vp(E)).
Si M1 et M2 sont deux Zp-modules de meˆme rang et Qp ⊗ M1 f→ Qp ⊗ M2
est un isomorphisme, on note [M2 : M1] = [M1
f→ M2] l’indice ge´ne´ralise´ e´gal a`
♯(M2)tors
♯(M1)tors
[M2/(M2)tors :M1/(M1)tors].
On peut supposer que Fc n’a pas de ze´ro en un caracte`re δ. On a alors le re´sultat
suivant sur F2 ([18], meˆme de´monstration) :
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2.2.3. Proposition. On a∏
δ
δ(F−1c F
∗
2 ) ∼ [H2∞,p(K,Tp(E))G∞,K : H2∞,p(K,Tp(E))G∞,K ]
× [H1∞(K,Tp(E))G∞,K : Zp[∆K ]PK(c)]
∼ L(E/Kp, 1)
−1|dK |pTam(E/K)♯X(Tp(E)/K)
♯E(K)2tors
∏
v|p
♯E(Kv)tors
× disc〈〈·, ·〉〉KN (PK(c))−1
∏
δ∈Σf
[eδOKpω∗E : eδ logE Sˇp(E/K)u]2
ou` PK(c) est la projection de c dans H
1(K,Tp(E)), ou` N (PK(c)) avec
N (PK(c)) =
∏
δ∈Σ/f
[eδOKpωE :eδZp[∆K ] exp∗Kp PK(c)]
∏
δ∈Σf
[eδOKpω∗E : eδZp[∆K ] logKp PK(c)]
et ou` Sˇp(E/K)u est l’intersection de Sˇp(E/K) et de l’image de H
1
∞(Q, Tp(E)).
La premie`re e´galite´ est classique. La seconde se de´montre a` partir de la suite
exacte de Poitou-Tate comme dans [18] ou [20] et en utilisant le lemme suivant qui
modifie le lemme 3.6.6 de [20] et fait intervenir la diffe´rente DK et le discriminant
dK de K.
2.2.4. Lemme.
Tamp(E/K) = [H
1
f (Kp, Tp(E)) : OKpω∗E ]L(E/Kp, 1)
= ♯E(Kp)tors[D−1KpωE : H1/f (Kp, Tp(E))]L(E/Kp, 1)
= ♯E(Kp)tors|dK |−1p [OKpωE : H1/f (Kp, Tp(E))]L(E/Kp, 1)
ou` ω∗E est un e´le´ment de Dp(E) tel que [ωE , ω
∗
E] = 1 dans la dualite´ naturelle, par
exemple η ou v/[ωE, v].
La premie`re affirmation est la de´finition a` la Bloch-Kato du nombre de Tamagawa
([5]). La deuxie`me se de´duit des dualite´s :
[OKpωE : H1/f (Kp;Tp(E))] = ♯E(Kp)−1tors[D−1Kpω∗E : H1f (Kp, Tp(E))]
= ♯E(Kp)
−1
tors|dK |p[OKpω∗E : H1f (Kp, Tp(E))]
= ♯E(Kp)
−1
tors|dK |pTamp(E/K)Lp(E/Kp, 1)−1
On a Tamp(E/K) = [E(Kp) : E
0(Kp)] ou` E
0(Kp) est l’ensemble des points de
E(Kp) ne se re´duisant pas sur le point singulier (s’il existe). Ici cela vaut donc 1.
La the´orie du re´gulateur p-adique d’Iwasawa permet d’interpre´ter N (PK(c)) en
termes de LE(c). Soit G un e´le´ment de H⊗Dp(E) tel que (1−ϕ)G = LE(c)·(1+x).
La proposition suivante est tre`s importante :
2.2.5. Proposition. Soit δ un caracte`re non trivial de ∆K . Alors,
(pϕ)−neδG(ζn − 1) = eδ exp∗Kp(PK(c))
et lorsque eδG(ζn − 1) = 0,
D((pϕ)−neδ(G))(ζn − 1) =
(
log2ωE eδPK(c)
)
v − hv(eδPK(c))ωE
logωE eδPK(c)
8
Ici, D = (1+x)d/dx, rappelons que (1−pϕ)D(G) = L′E(c) ·(1+x). Des formules
analogues sont vraies pour un caracte`re non ramifie´. Cette proposition est une
conse´quence essentielle de [18]. On commence par regarder le cas ou` le conducteur
de δ est le conducteur de K. Il s’agit essentiellement des propositions 2.1.4, 2.2.2 et
2.3.5 (ou plutoˆt sa version pour un caracte`re ramifie´) de [18]. Il suffit de ve´rifier que
les valeurs contre ν par l’accouplement [·, ·]Dp(E) (e´tendu par line´arite´) des membres
de droite et de gauche sont e´gales pour ν = ωE et v 6∈ Fil0Dp(E) ; pour ν = ωE ,
c’est la proposition 2.2.2 loc.cit ; pour ν = v, si β = βQpv est la projection de
Dp(E) sur Fil
0Dp(E) paralle`lement a` Qpv, on a [βx, v]Dp(E) = [x, v]Dp(E) ; comme
β est a` valeurs dans Fil0, on peut remplacer le second membre par logPK(c) ≡
logωE PK(c)v/[v, ωE ]Dp(E) mod Fil
0Dp(E) pour obtenir la formule de´sire´e. Lorsque
δ se factorise par un quotient ∆L de ∆K avec L de p-conducteur p
nδ , on utilise les
formules suivantes pour se ramener au cas pre´ce´dent :
eδ((pϕ)
−nG(ζn − 1)) = eδ,L(TrK/Knδ ((pϕ)−nG(ζn − 1)) = eδ,L((pϕ)−nδG(ζnδ − 1))
avec eδ,L =
∑
σ∈∆L
δ(σ)−1σ.
Revenons a` la de´monstration principale. Posons sK = ζn+ ζn−1+ . . .+ ζ1. On a
alors OK = AKsK avec AK l’ordre associe´ a` OK . Remarquons a` ce propos que sK
est obtenu par la meˆme recette que G(ζn − 1) : l’e´quation (1 − ϕ)S = (1 + x) − 1
implique que S(ζn − 1)−
∑n
i=1 ζi ∈ Zp, c’est-a`-dire que S(ζn − 1)− sK ∈ Zp. 2On
a AKsK = AKS(ζn − 1). De meˆme,
ϕ−nG(ζn − 1)−
n∑
i=1
ϕ−iLE(ζi − 1) ∈ Dp(E)
On a pour δ ∈ Σ/f ,
p−n
[δ(ϕ−nLE(c)), v]Dp(E)
[ωE, v]Dp(E)
∼ [eδ((pϕ)
−nG(ζn − 1)), v]Dp(E)
[ωE , v]Dp(E)e delta(sK)
∼ [eδZp[∆K ]sKωE : eδZp[∆K ](pϕ)−nG(ζn − 1)]
∼ [eδZp[∆K ]sKωE : eδZp[∆K ] exp∗ PK(c)]
et pour δ ∈ Σf ,
p−n
[δ(ϕ−nL′E(c)), v]Dp(E)
[ωE , v]Dp(E)
∼ [eδ(D((pϕ)
−nG)(ζn − 1)), v]Dp(E)
[ωE , v]Dp(E)eδ(sK)
∼ hv(eδPK(c))
eδ(sK) logωE eδPK(c)
∼ [eδZp[∆K ]sKω∗ : eδZp[∆K ] logE PK(c)]
hv(eδPK(c))
log2ωE eδPK(c)
∼ [eδZp[∆K ]sKω
∗ : eδZp[∆K ] logE Pu,δ]
[eδZp[∆K ]ω∗ : eδ logE eδSˇp(E/K)u)]
2
hv(Pu,δ)
pour Pu,δ un ge´ne´rateur de eδSˇp(E/K)u). En prenant le produit sur tous les ca-
racte`res δ (y compris les caracte`res non ramifie´s pour lesquels nous n’avons pas
e´crit la formule) et en utilisant le fait duˆ essentiellement a` Leopoldt que (voir par
exemple [8], la manie`re de l’utiliser m’a e´te´ rappele´e par [2])
|dK |−1p [AK : Zp[∆K ]] = pn(p
n−1(p−1)−1) ,
(le discriminant est a` une unite´ pre`s
∏
ξ fξ, l’indice est
∏
ξ[K : Q(ξ)] ou` fξ est le
conducteur de ξ et Q(ξ) le corps de ses valeurs et on remarque alors que fξ[K :
2Dans le cas ou` K = K0(µpn ) avec K0 extension non ramifie´e en p, il faut remplacer (1+x)−1
par c((1 + x)− 1) avec c une base de OK0 sur Zp
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Q(ξ)] ∼ pn pour ξ caracte`re non trivial), on obtient en notant sK le rang de
Sˇp(E/K) ∩H1(K,Tp(E))0,
[1(L(sK)(c/K), v˜K ]Dp(E)
[ωE , v][K:Qp]
∼ |dK |
−1
p N (PK(c))
∏
δ∈Σf
hv(Pu,δ)
[eδZp[∆K ]ω∗ : eδ logE eδSˇp(E/K)u]
2
.
En multipliant cette formule par celle de la proposition 2.2.3, on en de´duit le
the´ore`me.
2.2.6. Remarque. Si c ∈ H1∞(Q, Tp(E)) a une image non nulle PQ(c) dans Q ⊗
H1(Q, Tp(E)), alors il n’est pas divisible par γ− 1 dans H1∞(Q, Tp(E)) et LE(c) ne
s’annule pas en 1 ou a un ze´ro d’ordre 1 en 1. Dans le premier cas, PQ(c) n’appartient
pas a` Sˇp(E/Q) = H
1
f (Q, Tp(E)) et (1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(LE(c)) ∈ Fil0Dp(E).
Dans le second cas, PQ(c) appartient a` Sˇp(E/Q) et (1−ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L′E(c))
n’appartient pas a` Fil0Dp(E). En effet un tel point ne peut pas eˆtre dans le noyau de
localisation en p ([16, lemme 4.5.1], la de´monstration est exactement la meˆme). Le
meˆme raisonnement s’applique en remplac¸ant 1 par un caracte`re δ de conducteur
pn+1 et l’endomorphisme d’Euler par (pϕ)n+1. Ainsi, l’annulation ou non de la
composante modulo Fil0Dp(E) est un e´le´ment important.
2.3. E´quation fonctionnelle. Il est montre´ dans [20] que le module Iarith(E/Q)
est invariant par l’involution ι : τ 7→ τ−1 (ou ρ 7→ ρ−1). On peut alors construire
un e´le´ment c de H1(〈ι〉,Zp[[Γ]]∗) donne´ par la classe du cocycle de´termine´ par
aι ∈ Zp[[Γ]]∗ avec e0Iι = aιe0I si I est un ge´ne´rateur de Iarith(E/Q). On ve´rifie
facilement que H1(〈ι〉,Λ∗) est d’ordre 2 et a comme e´le´ments les classes de 1 et de
−1. On en de´duit qu’il existe un unique e´le´ment ǫarith ∈ {±1} et un ge´ne´rateur
Iarith(E/Q) de Iarith(E/Q) tels que
Iarith(E/Q)(ρ
−1) = ǫarithIarith(E/Q)(ρ) .
Cette construction est due a` Greenberg. Notons r′arith la multiplicite´ du ze´ro en 1
de Iarith(E/Q).
Proposition. On a ǫarith = (−1)r′arith .
On a rarith ≤ r′arith. Il est clair que rarith = 0 si et seulement si r′arith = 0. Ainsi,
si r′arith = 1, on a rarith = 1. Re´ciproquement, si rarith = 1 et si r
′
arith > 1, Sˇp(E)
est contenu dans le noyau de localisation en p (regarder la composante modulo
Fil0Dp(E)). Cela n’est pas possible si E(Q) est infini. Ainsi, si E(Q) est de rang 1
et X(E/Q)(p) fini, rarith = r
′
arith = 1.
Remarque. Dans le cas ordinaire, Greenberg [9] montre par un tre`s joli argument
duˆ a` Guo que
r′arith ≡ rarith mod 2 .
3. Conjecture principale et the´ore`me de Kato
3.1. Conjecture principale. La conjecture principale pour E et p telle qu’elle est
e´nonce´e dans [18] dit :
3.1.1. Conjecture. Lp(E) est un ge´ne´rateur du Zp[[G∞]]-module I
arith(E) :
Iarith(E) = Zp[[G∞]]Lp(E)
Le the´ore`me fondamental de Kato qui s’appuie sur la technique des syste`mes
d’Euler introduite par Kolyvagin est une avance´e fondamentale pour la de´mons-
tration de cette conjecture. Il y a deux versions du re´sultat de Kato. La premie`re
est e´nonce´e dans [22] :
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3.1.2. The´ore`me (Kato). Il existe un entier r tel que prLp(E) = gI
arith avec
g ∈ Zp[[G∞]].
Soit ρp la repre´sentation p-adique de GQ donnant l’action sur les points de p-
torsion : ρp : GQ → GL2(Z/pZ).
3.1.3. The´ore`me (Kato). Si E a multiplication complexe ou si ρp(GQ) = GL2(Z/pZ),
alors Lp(E) = gI
arith avec g ∈ Zp[[G∞]].
Le passage de la formulation de Kato a` celle-la` est faite dans [18]. Pour de´terminer
si ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), les crite`res donne´s par Serre dans [23] sont extreˆmement
commodes. Nous supposons toujours que E a bonne re´duction supersingulie`re en p,
ce qui diminue le nombre de cas a` envisager. Dans les exemples que nous e´tudierons,
la surjectivite´ peut eˆtre montre´e dans le cas sans multiplication complexe a` l’aide
des crite`res suivants (A.1)
3.1.4. Proposition (Serre). Supposons que E a re´duction supersingulie`re en p.
1) Pour p = 3, ρ3(GQ) = GL2(Z/3Z) si et seulement si ∆ n’est pas un cube.
2) Pour p ≥ 5, si NE est sans facteurs carre´s, ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
3) S’il existe un nombre premier ℓ divisant strictement NE tel que ordℓ(jE) 6≡
0 mod p, alors ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
4) S’il existe un nombre premier ℓ tel que al 6≡ 0 mod p, a2l 6≡ 4ℓ mod p, (a
2
l−4ℓ
p ) =
1, alors ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
Sous l’hypothe`se que E a bonne re´duction supersingulie`re en p, si ρp(GQ) 6=
GL2(Z/pZ), il est ne´cessairement e´gal au normalisateur d’un sous-groupe de Cartan
non de´ploye´ dans GL2(Z/pZ).
Remarque. La premie`re courbe dans la liste de Cremona sans multiplication com-
plexe, ayant bonne re´duction supersingulie`re en 3 et telle que ρ3(GQ) 6= GL2(Z/3Z)
est la courbe “1952C” de conducteur 1952, d’e´quation y2 = x3− 332x+2752, d’in-
variant j = −988047936/226981 = (−996/61)3 et de discriminant −929714176 =
(−16 × 61)3. L’image de GQ dans PGL2(Z/3Z) ∼= S4 est le groupe de Galois
du polynoˆme 3x4 − 1992x2 − 21927936 qui est le groupe die´dral d’ordre 8. Il en
est de meˆme de la courbe “1952D” d’e´quation y2 = x3 − 332x − 2752. Ces deux
courbes deviennent isomorphes sur Q(
√−1). Pour la courbe “1044A” d’e´quation
y2 = x3 − 3105x− 139239, en prenant l ≤ 100000, la proposition ne permet pas de
montrer que ρ5 est surjective. En utilisant le logiciel de calcul Magma, on ve´rifie que
la cloˆture galoisienne du corps engendre´ par la x-coordonne´e d’un point de 5-torsion
(de degre´ 12) est d’ordre 24 et donc que ρ5 n’est pas surjective.
Nous allons maintenant donner quelques conse´quences du the´ore`me de Kato,
toujours dans le cas de bonne re´duction supersingulie`re.
3.2. Sans hypothe`se sur le rang. Notons r′arith l’ordre du ze´ro dans I
arith et
ranal l’ordre du ze´ro dans Lp(E) en 1.
3.2.1. Proposition (Kato). On a les ine´galite´s
rgZp Sˇp(E) ≤ r′arith ≤ ranal
D’apre`s le the´ore`me 2.2.1, on a rgZp Sˇp(E)) ≤ r′arith avec e´galite´ dans le cas de
non de´ge´ne´rescence de 〈〈·, ·〉〉 sur Sˇp(E)0 = H1f (Q, Tp(E))0.
3.2.2. Proposition. Supposons que la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-
adique soit vraie pour E/Q (resp. pour E/Q(µp)) a` une unite´ p-adique pre`s. Alors,
la conjecture principale est vraie pour E/Q (resp. pour E/Q(µp)) et p.
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3.3. Cas ou` ranal = 0. Lorsque L(E, 1) 6= 0, c’est-a`-dire 1(Lp(E)) 6= 0, E(Q) et
X(E/Q)(p) sont finis. Kato montre en fait que X(E/Q) est fini (ce re´sultat avait
e´te´ obtenu auparavant par Kolyvagin). De plus, (1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(Lp(E))
appartient a` Fil0Dp(E) et vaut
L{p}(E,0)
ΩE
ωE .
3.3.1. Proposition (Kato). Si ρp est surjective et si 1(Lp(E)) 6= 0,
ordpX(E/Q)(p) ≤ ordp L(E, 1)
ΩE
− ordp Tam(E)
♯E(Q)2tor
.
Lorsqu’il y a e´galite´, la conjecture principale est vraie pour le caracte`re trivial de
Gal(Q(µp)/Q), c’est-a`-dire
e0I
arith(E) = Λe0Lp(E) .
Exemple. Pour les courbes X0(17)
(D) avec D e´gal a` une de valeurs suivantes, le
second membre dans la proposition 3.3.1 est e´gal a` 2 pour p = 3 : −947, −923,
−907, −827, −823, −691, −635, −503, −488, −479, −419, −347, −311, −283,
−199, −167, −139, 253, 373, 457, 557, 701, 749, 917, 953.
3.4. Ze´ro d’ordre ≥ 1. Si f est une fonction analytique sur G∞ et ρ un caracte`re
de G∞, notons f
∗(ρ) ou ρ(f∗) le coefficient dominant en ρ dans le de´veloppement
de f(ρ〈χ〉s). On pose
L′p,ωE(E,1) = [(1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(L′p(E)), ωE ]Dp(E)
= [1(L′p(E)), ω˜E ]Dp(E)
L(r)p,ωE(E,1) = [1(L
(r)
p (E)), ω˜E ]Dp(E)
L∗p,ωE(E,1) = [1(L
(∗)
p (E)), ω˜E ]Dp(E) .
3.4.1. Proposition. On suppose ranal ≥ 1. Alors, si L∗p,ωE (E,1) 6= 0, le rang de
S˜p(E) est supe´rieur ou e´gal a` 1.
La condition L∗p,ωE (E,1) 6= 0 signifie que (1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L∗p(E)) n’ap-
partient pas a` Fil0Dp(E). Les hypothe`ses sont ve´rifiables nume´riquement.
De´monstration. Supposons que 1(Iarith) 6= 0. Comme (1−ϕ)−1(1−p−1ϕ−1)1(Iarith)
est proportionnel a` ωE , il en est de meˆme de (1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(L∗p(E)). Ce
qui est contradictoire avec l’hypothe`se, donc r′arith et rarith sont supe´rieurs a` 1.
Ainsi, 1(Iarith) = 0 et le rang de Sˇp(E) est supe´rieur ou e´gal a` 1. 
Cette proposition se ge´ne´ralise a` un caracte`re non trivial. Si K est une extension
abe´lienne de Q, on pose
L∗p,ωE(E/K,1) = [1(L
∗
p(E/K)), ω˜E,K ]Dp(E)
et si δ est un caracte`re de conducteur pnδ+1 non trivial,
L∗p,ωE(E, δ) = [(pϕ)
−(nδ+1)δ(L∗p(E)), ωE ]Dp(E)
Proposition. Supposons que δ(Lp(E)) est nul pour un caracte`re δ d’ordre p
m, de
conducteur pm+1. Alors, si L∗p,ωE(E, δ) est non nul,
rgZp Sˇp(E/Qm)− rgZp Sˇp(E/Qm−1) ≥ (p− 1)pm−1 .
Exemple. Soit E la courbe y2+y = x3−4x+2 de conducteur 1909 (c’est la courbe
1909A). Le nombre premier p = 3 est supersingulier. On a L(E, 1) = 0, le signe de
l’e´quation fonctionnelle est 1. Donc, ranal ≥ 2. Le calcul montre que L(2)p,ωE(E,1)
est non nul modulo 9ME. Donc, le rang de Sˇp(E) est 1 ou 2.
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3.4.2. Conjecture. Si L(E, 1) = 0 (c’est-a`-dire si ranal ≥ 1), L∗p,ωE(E,1) 6= 0.
Si δ est un caracte`re d’ordre pm, de conducteur pm+1 et si δ(Lp(E)) = 0, alors
L∗p,ωE(E, δ) 6= 0.
D’une part, tous les exemples nume´riques calcule´s confirment cette conjecture,
d’autre part nous avons montre´ que si E(Q) est infini, L∗p,ωE (E,1) 6= 0. De plus,
si la conjecture est fausse par exemple pour le caracte`re trivial, X(E/Q)(p) serait
infini ; en effet, cela impliquerait (§2.2.6) que Sˇp(E/Q) serait contenu dans le noyau
de localisation en p et donc que Sˇp(E/Q) serait de rang≥ 0. Comme l’intersection de
E(Q) et du noyau de localisation est de torsion, X(E/Q)(p) serait infini. L’e´nonce´
correspondant a` des caracte`res non triviaux peut s’e´crire sous la forme :
3.4.3. Conjecture. Soit n > 0. Supposons que pour r > 0, Lˆ
(k)
p,(0)(E) ≡ 0 mod ξn
pour k < r et Lˆ
(r)
p,(0)(E) 6≡ 0 mod ξn. Alors [Lˆ(r)p,(0)(E), ϕ−n−1ωE]Dp(E) 6≡ 0 mod ξn.
Remarquons que la conjecture est un e´nonce´ sur une proprie´te´ des symboles
modulaires.
On de´duit encore du the´ore`me de Kato et des re´sultats du paragraphe 2.2 le fait
suivant :
3.4.4. Proposition. Les pentes λarith de (1− p−1ϕ−1)(1 − ϕ)−11(I∗arith) et λanal
de (1− p−1ϕ−1)(1−ϕ)−11(L∗p(E)) dans une base (ν, ωE) de Dp(E) sont e´gales. Si
E(Q) est infini, il existe un point P de Sˇp(E/Q) tel que
λanal = − hν(P )
log2ωE P
.
En effet, ces pentes sont aussi e´gales a` celle de LE(c) pour c un e´le´ment non nul
de H1∞(Q, Tp(E)) et engendrant un module d’indice premier a` γ− 1. Lorsque E(Q)
est infini, 1(LE(c)) = 0 et sa de´rive´e a comme pente − hν(P )log2ωE P pour P = PQ(c) ∈
Sˇp(E/Q).
On poeut voir cette proposition comme un moyen nume´rique de ve´rifier que le
rang est ≥ 2 connaissant un point d’ordre infini. En effet, lorsque E(Q) est de rang
1, la valeur de − hν(P )
log2ωE
P
est inde´pendant de P ∈ E(Q). Si par chance on a trouve´
un point P ∈ E(Q) tel que
λanal 6= − hν(P )
log2ωE P
,
Sˇp(E/Q) est de rang ≥ 2. Cela peut se ge´ne´raliser a` un rang plus grand. Supposons
trouve´s r points inde´pendants de E(Q). Si le re´gulateur p-adique (vectoriel) de ces
points (au sens de 1.3) n’est pas proportionnel a` (1 − p−1ϕ−1)(1 − ϕ)−11(L∗p(E)),
le rang de Sˇp(E) est strictement plus grand que r.
Remarquons cependant qu’une base naturelle dans laquelle s’exprime le re´gulateur
p-adique est (ωE , η) de Dp(E) alors que les valeurs de la fonctions L p-adiques s’ex-
priment naturellement dans la base ωE , ϕωE . On a ainsi besoin de calculer ϕωE
dans la base (η, ωE) (programme frobenius, [26])
3.5. Ze´ro d’ordre 1.
3.5.1. Proposition. Supposons que L(E, 1) = 0 (et donc 1(Lp(E)) = 0). Si
L′p,ωE(E,1) 6= 0, (en particulier, 1(L′p(E)) 6= 0), H1f (Q, Vp(E)) est de dimension 1.
De´monstration. Le fait que 1(L′p(E)) 6= 0 implique que 1(I ′arith) 6= 0. On en de´duit
que le rang de S˜p(E) est infe´rieur ou e´gal a` 1. On a vu pre´ce´demment que ce rang
est supe´rieur ou e´gal a` 1. D’ou` la proposition. 
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Sous l’hypothe`se que L′(E, 1) 6= 0, Kolyvagin a montre´ beaucoup plus : le rang
de E(Q) est 1 et X(E/Q) est fini.
3.5.2. Proposition. 1) Supposons que 1(Lp(E)) = 0. Alors, le point PKato de
H1(Q, Tp(E)) construit par Kato appartient a` Sˇp(E/Q) et Lp(E) a un ze´ro d’ordre
1 en 1 si et seulement si PKato n’est pas de torsion.
2) Supposons que 1(Lp(E)) = 0 et L
′
p,ωE (E,1) 6= 0. Si le rang de E(Q) est non
nul, le point PKato de H
1(Q, Tp(E)) construit par Kato appartient a` Zp⊗ZE(Q) et
est non nul. Si la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer pour E/Q est
vraie, PKato n’appartient pas a` Q⊗Z E(Q).
De´monstration. Lorsque 1(Lp(E)) = 0, l’exponentielle duale du point de Kato
PKato est nulle, ce qui signifie que PKato appartient a` Sˇp(E) = H
1
f (Q, Tp(E)) et
ve´rifie (1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(L′p(E)) ≡ logPKato mod Fil0Dp(E) d’apre`s [18].
Si PKato n’est pas de torsion, 1(L
′
p(E)) est non nul. Re´ciproquement, si PKato
est de torsion, comme PKato est la projection de c ∈ H1∞(Q, Tp(E)) et que Qp ⊗
H1∞(Q, Tp(E))G∞ s’injecte dans H
1
f (Q, Vp(E)), c = (γ − 1)c′ et Lp(E) = LE(c) est
nul en 1 .
Supposons maintenant que 1(L′p(E)) est non nul ; si le rang de E(Q) est non nul,
il est ne´cessairement e´gal a` 1 et X(E/Q)(p) est fini. On en de´duit que Sˇp(E) =
Zp ⊗Z E(Q) et donc que PKato appartient a` Zp ⊗Z E(Q). Soit P un ge´ne´rateur de
E(Q) (modulo torsion). Soit m un entier p-adique tel que PKato ≡ mP . Sous la
conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer, on a alors
logE PKato ≡
Tam(E)
♯E(Q)2tor
♯X(E/Q) logωE (P )
2ω∗E mod Fil
0Dp(E)
ou` ω∗E est une base duale de ωE (on a par de´finition logE PKato ≡ logωE PKatoω∗E mod
Fil0Dp(E)). D’ou`,
m =
Tam(E)
♯E(Q)2tor
♯X(E/Q) logωE (P ) .
Mais Tam(E)
♯E(Q)2tor
♯X(E/Q) est un rationnel. Il ne reste plus qu’a` ve´rifier que, d’apre`s
[4], si P ∈ E(Q), logωE P n’appartient pas a` Q. 
Remarque. Comme dans le cas des points de Heegner, si 1(Lp(E)) = 0, Lp(E) a
un ze´ro d’ordre 1 si et seulement si PKato n’est pas de torsion. Mais, ici le point
de Kato n’est pas dans E(Q), mais seulement dans Qp ⊗ E(Q). Par contre, si
les conjectures de Bloch-Kato p-adiques sont vraies pour E en un entier k > 1,
les points de Kato correspondant semblent eˆtre des multiples entiers d’un point
motivique.
3.5.3. Proposition. Supposons ranal = rarith = 1 et E(Q) de rang 1. Alors,
Autrement dit, on a la majoration (rappelons que ♯E(Q) est premier a` p)
ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordp Tam(E)
+ ordp
(
L(E/Qp, 1)
−1
(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L′p(E))
R(1)(E)
)
(le quotient de deux vecteurs lie´s est par de´finition leur coefficient de proportionna-
lite´). On a L(E/Qp, 1)
−1 =
p+1−ap
p . Pour le calcul, il suffit de regarder la compo-
sante modulo ωE, ce qui permet de remplacer le calcul de hauteur p-adique par un
simple calcul de logarithme p-adique sur la courbe elliptique : avec
L′p,ωE (E,1) = [(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L′p(E)), ωE ]Dp(E) ,
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comme [ωE , ϕωE ] est une unite´ p-adique, on obtient que
ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordpTam(E) + ordp
L′p,ωE (E,1)
p(
logωE ((p+1−ap)P )
p )
2
ou encore
ordp(X(E/Q)(p)) ≤ ordpTam(E) + Z2
(
logωE ((p+1−ap)P )
p )
2
si
(1− ϕ)−1(1− p−1ϕ−1)1(L′p(E)) =
Z1ωE − Z2pϕωE
p+ 1− ap
avec 1(L′p(E)) = XωE − Y pϕωE, Z1 = (p − 1 − 2ap + a2p/p)X + (2p − ap/p)Y ,
Z2 = (p− 1)Y − (2− ap/p)X.
On peut reprendre les calculs qui ont e´te´ faits dans [3]. Par exemple, la 3-
composante du groupe de Shafarevich-Tate de la courbe X0(17)
(5) d’e´quation y2 =
x3− 15x2− 200x− 110000 ou de la courbe X0(17)(−4) d’e´quation y2 = x3+12x2−
128x + 56320 (dont le groupe de Mordell-Weil est de rang 1) est triviale. La 19-
composante de la courbe X0(11)
(8) d’e´quation y2 = x3−32x2−10240x−647168 est
triviale. De plus, pour ces courbes et nombres premiers correspondants, la conjec-
ture principale p-adique est vraie.
Exemple. Soit la courbe E = 43A d’e´quation y2+y = x3+x2. Le nombre premier
7 est supersingulier. Le groupe de Mordell-Weil E(Q) est de rang 1 engendre´ par
P = (0, 0). Le logarithme 7-adique de 8P = (1149 ,
20
343 ) est congru a` 28 mod 7
2.
Comme
L(E/Q7, 1)(1− ϕ)−1(1 − 7−1ϕ−1)1(L′7(E))
= (5×7 + 6×72 + 4×73 + 4×74 +O(75))ωE
− 7(3×7 + 4×72 + 3×73 + 5×74 +O(75)ϕωE ,
on en de´duit que X(E/Q)(7) est trivial et que la conjecture 7-adique principale est
vraie. Plus pre´cise´ment, on trouve par le calcul la meˆme valeur pour le re´gulateur
de P . Comme Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de torsion, ces calculs sont ainsi
compatibles avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.
Remarque. Malheureusement dans le cas supersingulier, on ne sait pas relier
l’ordre du ze´ro de Lp(E) avec celui de L(E, s). Supposons que E a bonne re´duction
ordinaire en p. Lorsqu’une certaine composante Lπp (E) de la fonction L p-adique
vectorielle (la fonction L p-adique de Mazur-Swinnerton-Dyer) a un ze´ro simple en
1, il est de´montre´ que L(E, s) a aussi un ze´ro simple en 1. La re´ciproque est vraie
lorsqu’on sait montrer que la hauteur p-adique associe´e ne s’annule pas sur E(Q).
On obtient alors la divisibilite´
♯X(E/Q)(p) | L
′(E/Q, 1)
ΩEh∞(P )
.
ou` P est un ge´ne´rateur de E(Q) modulo torsion et h∞(P ) la hauteur de Ne´ron-
Tate (cela utilise peˆle-meˆle le the´ore`me de Gross-Zagier et son analogue p-adique,
le the´ore`me de Kato dans le cas ordinaire et les calculs des valeurs spe´ciales de la
fonction L arithme´tique analogues a` ceux de 2.2.1).
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4. λ-invariants et µ-invariants
4.1. Nous reprenons ici les ide´es de Kurihara [11] pour de´finir les λ-invariants et
les µ-invariants d’une classe d’e´le´ments de H(G∞)⊗Dp(E). Nous avons re´cemment
appris qu’un travail analogue a e´te´ fait par Pollack [21] dans le cas ou` ap = 0.
Posons ωn(x) = (1+x)
pn−1 et ξn(x) = ωn(x)/ωn−1(x) le polynoˆme cyclotomique
de degre´ pn.
4.1.1. Lemme. Soit F ∈ H ⊗ Dp(E) tel que ϕ−n−1F (ζn − 1) ∈ Cp ⊗ Fil0Dp(E)
pour tout entier n ≥ 1. Alors, il existe une et une seule famille de polynoˆmes Pn
pour n ≥ 0, de degre´ < pn ve´rifiant
F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)
pour n ≥ 1. On a alors la relation pour n ≥ 2
Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x) .
Si de plus
(1− p−1ϕ−1)(1− ϕ)−1F (0) ∈ Fil0Dp(E)
(resp. F (0) ∈ ϕFil0Dp(E)), on a
(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x)
(resp. P1 ≡ apP0 mod ω0(x)). Enfin, si F est d’ordre ≤ 0, il existe une constante
M telle que Pn ∈M−1Zp[x] pour tout n.
De´monstration. Pour n ≥ 0, e´crivons F ≡ Pnϕn+1ωE − Qnϕn+2ωE mod ωn(x)
avec Pn et Qn des polynoˆmes de degre´ < p
n a` coefficients dans Qp. Pour n ≥ 1,
ϕ−n−1F (ζn − 1) ∈ CpωE . Donc, Qn(ζn − 1) = 0 c’est-a`-dire que Qn est divisible
par ξn : Qn = ξnRn−1 pour n ≥ 1. Ici, Rn−1 est de´fini modulo ωn−1(x) (mais la
condition sur les degre´s le de´termine uniquement). On a la relation de re´currence
pour n ≥ 2
Pnϕ
n+1ωE − ξnRn−1ϕn+2ωE ≡ Pn−1ϕnωE − ξn−1Rn−2ϕn+1ωE mod ωn−1(x) .
En utilisant ϕ2ωE − p−1apϕωE + p−1ωE = 0,
Pnϕ
n+1ωE − ξnRn−1ϕn+2ωE = Pnϕn+1(ωE)− ξnRn−1ϕn(p−1apϕωE − p−1ωE)
= (Pn − ξnRn−1p−1ap)ϕn+1(ωE) + p−1ξnRn−1ϕn(ωE)
≡ Rn−1ϕn(ωE) + (Pn −Rn−1ap)ϕn+1(ωE) mod ωn−1(x)
car ξn ≡ p mod ωn−1(x). On en de´duit que
Pn − apRn−1 ≡ −ξn−1Rn−2 mod ωn−1(x)
Pn−1 ≡ Rn−1 mod ωn−1(x) .
Donc, pour n ≥ 1, Rn = Pn et
Pn+1 − apRn + ξnRn−1 ≡ 0 mod ωn(x) .
La relation de re´currence pour n = 1 donne
P0ωE −Q0ϕωE ≡ P1ϕωE −Q1ϕ2ωE mod ω0(x)
≡ (P1 −Q1p−1ap)ϕ(ωE) + p−1Q1ωE mod ω0(x)
d’ou`
P1 −Q1p−1ap +Q0 ≡ 0 mod ω0(x)
P0 ≡ p−1Q1 mod ω0(x) ≡ p−1ξ1R0 mod ω0(x)
≡ R0 mod ω0(x) .
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On en de´duit finalement que
Pn+1 − apPn + ξnPn−1 ≡ 0 mod ωn(x) pour n ≥ 1
P1 ≡ P0ap −Q0 mod ω0(x) .
Lorsque F (0) ∈ ϕFil0Dp(E), Q(0) est nul et on a donc P1 ≡ P0ap mod ω0(x).
Lorsque (1− p−1ϕ−1)(1− ϕ)−1F (0) ∈ ϕFil0Dp(E), La relation sur F (0) implique
que (p− 1)P0 = (ap − 2)Q0 et donc
(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x) .

Si P est un polynoˆme non nul de Qp[x], par le the´ore`me de Weierstrass, il peut
s’e´crire de manie`re unique sous la forme P = upµ(xλ + pR) ou` u est une unite´ de
Zp[[x]] et ou` R ∈ Zp[x] est de degre´ < λ. On appelle λ = λ(P ) et µ = µ(P ) les λ et µ
invariants de P . De manie`re e´quivalente, on peut e´crire P = vpµ(xλ+pQ+xλ+1Q1)
avec v ∈ Z∗p et Q et Q1 ∈ Zp[x]. Par exemple, λ(ωn) = pn−1(p− 1), µ(ωn(x)) = 0,
λ(ξn) = p
n−2(p − 1) et µ(ξn) = 0. Si F est comme dans le lemme 4.1.1 et Pn la
suite de polynoˆmes de degre´ < pn tels que
F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)
on note µ+(F ) (resp. µ−(F )) le minimum des µ(Pn) pour n pair (resp. impair).
Si n est un entier et Kn = Q(µpn), on e´crit
ω˜Kn = ω˜K/Kn0 ⊗ ω˜Kn0
(notations du paragraphe 2.2).
4.1.2. Proposition. Soit F ∈ H⊗Dp(E), non nul, d’ordre ≤ 0 et ve´rifiant
F (ζn − 1) ∈ ϕn+1 Fil0Dp(E)
pour toute racine de l’unite´ ζn d’ordre p
n non triviale et soit µ± = µ±(F ). Alors,
1) F a un nombre fini de ze´ros de la forme ζ − 1 avec ζ racine de l’unite´ d’ordre
une puissance de p : il existe un entier n0 tel que F (ζn − 1) 6= 0 pour n ≥ n0.
2) Si ap = 0 ou si µ+ = µ−, il existe des rationnels λ+, λ− et ν tels que pour
n ≥ n0
ordp
(∏
ζ∈µpn−µpn0
F (ζ − 1)
ω˜K/Kn0
)
=
p2⌊
n
2 ⌋+1 − p
p+ 1
µ+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋ − 1
p+ 1
µ− +
p
p2 − 1(p
n − 1) + λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋ − ν .
Une formule analogue existe dans le cas ou` ap 6= 0 et µ+ 6= µ−. Nous ne l’avons
pas e´crite car aucun cas de ce type n’a e´te´ rencontre´ nume´riquement.
Remarque. Si
An =
p2⌊
n
2 ⌋+1 − p
p+ 1
µ+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋ − 1
p+ 1
µ− +
p
p2 − 1(p
n − 1) + λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋
et si F (ζ − 1) ne s’annule jamais, on a
ordp
(∏
ζ∈µpn
F (ζ − 1)
ω˜K/Kn0
)
= An −An0 + ordp
(∏
ζ∈µpn0
F (ζ − 1)
ω˜Kn0
)
.
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On peut aussi e´crire An sous la forme
An =


(
pµ++µ−
p+1 +
p
p2−1
)
(pn − 1) + λ++λ−2 n si n est pair(
µ++pµ−
p+1 +
p
p2−1
)
(pn − 1) + (λ+ + λ−)⌊n2 ⌋+ λ− si n est impair.
Nous verrons dans la de´monstration que{
λ+ ≡ − 1p+1 mod Z
λ− ≡ − pp+1 mod Z .
Ainsi, λ+ + λ− est un entier, λ+ − λ− ≡ p−1p+1 mod Z et An est bien un entier.
Un cas particulier important est celui ou` µ+ = µ− = 0, on a alors
An =
p
p2 − 1(p
n − 1) + λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋ .
Nous donnerons la de´finition de λ+ et λ− au cours de la de´monstration
4.1.1. De´monstration. Soit Pn la suite de polynoˆmes de degre´ < p
n tels que
F ≡ Pnϕn+1ωE − ξnPn−1ϕn+2ωE mod ωn(x)Dp(E)
On a les relations
Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)Dp(E)(4.1.1)
pour n ≥ 2. Lorsque ap = 0 (resp. ap 6= 0), de`s que Pn 6= 0 pour un entier
n, les polynoˆmes Pm sont non nuls pour m ≥ n (resp. pour m assez grand) de
meˆme parite´. Soit n tel que Pn 6= 0. E´crivons Pn = unpµn(xλn + Qn) avec Qn ∈
(p, xλn)Zp[x] et un une unite´ de Zp. Comme le degre´ de Pn est < p
n, λn < p
n. Dans
la suite, ǫ de´signe indiffe´remment un signe ± ou une classe modulo 2, c’est-a`-dire
une parite´. Quitte a` multiplier tous les Pn par un entier inde´pendant de n, on peut
supposer que µn ≥ 0 (c’est la condition que F est d’ordre ≤ 0 qui assure que cela
est possible).
4.1.3. Lemme. La suite des µn pour n de parite´ ǫ est stationnaire. Si ap = 0 ou
si µ+ = µ−, il existe un entier nǫ ≡ ǫ mod 2 tel que pour n ≥ nǫ, n ≡ ǫ mod 2,
λn = λnǫ +
pn − pnǫ
p+ 1
= λǫ +
pn
p+ 1
;
de plus, pour tout entier n, λn ≥Mn ≥ pn−2(p− 1) avec
Mn =
{
pn−1
p+1 si n est pair
pn−p
p+1 si n est impair .
Si ap 6= 0 et µ+ 6= µ−, pour n assez grand, on a
λn+1 = λn = λǫ +
pn
p+ 1
pour n de parite´ ǫ avec µǫ < µ−ǫ et λn < p
n−1(p− 1), λn+1 < pn(p− 1).
On note µǫ la limite des µn. La limite des µn est aussi sa borne infe´rieure.
Lorsque ap = 0 ou µ+ = µ−, la suite des µn (pour n de parite´ fixe ǫ) est de´croissante,
puis stationnaire et on peut prendre pour nǫ le plus petit entier tel que µn est mi-
nimal pour n de parite´ ǫ. Pour n > nǫ de parite´ ǫ, λn < p
n−1 et λn − p
n
p+1 est
inde´pendant de n. On note λǫ la limite des λn − p
n
p+1 pour n de parite´ ǫ . On a
µ± = µn , λ± = λn − p
n
p+ 1
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pour n ≥ nǫ de parite´ ǫ. Une variante entie`re de λ± est de poser
λ˜± = lim
k→∞
(−1)k=±
λk −Mk = λn −Mn
pour n tel que µn est minimal. On a donc λ+ = λ˜+ − 1p+1 et λ− = λ˜− − pp+1 .
De´monstration. Supposons d’abord ap = 0. Fixons ǫ, les entiers n conside´re´s sont
suppose´s ≡ ǫ mod 2. La relation (4.1.1) s’e´crit
unp
µn+2(xλn+2 + pQn+2 + x
λn+2+1Q1n+2)
+ un−2(x
pn(p−1) + pZn+1)p
µn(xλn + pQn + x
λn+1Q1n))
= u′n(x
pn+1 + pδn+1)p
νn+1(xgn+1 + pRn+1 + x
gn+1+1R1n+1)
avec u′n une unite´ et Rn+1 et R
1
n+1 des polynoˆmes a` coefficients dans Zp, ξn+1 =
xp
n(p−1)+pZn+1. Si µn > µn+2, on a λn+2 ≥ pn+1 ≥ p
n+2−1
p+1 . Supposons µn ≤ µn+2.
Comme λn < p
n,
λn + p
n(p− 1) < pn+1 .
L’identite´ (4.1.1) implique alors que λn+2 = λn+p
n(p−1) < pn+1 et que µn+2 = µn.
Donc la suite des µn est de´croissante, puis stationnaire. Soit nǫ le plus petit des
entiers n tels que µn soit minimal pour n de parite´ ǫ. On a alors µnǫ+2 = µnǫ et
pour tout entier n ≥ nǫ de parite´ ǫ, µn = µnǫ . Ainsi, pour tout enti er n ≥ nǫ,
n ≡ ǫ mod 2, on a
λn+2 = λn + p
n(p− 1) .
On en de´duit que pour n ≥ nǫ
λn = λnǫ +
pn − pnǫ
p+ 1
= λǫ +
pn
p+ 1
.
L’ine´galite´ λn ≥Mn se de´duit directement de la relation Pn+2 ≡ −ξn+1Pn mod ωn
et d’un calcul de degre´ que nous reverrons dans le paragraphe 4.1.2.
Supposons maintenant que ap est non nul (on a donc p = 3 et a3 = ±3). Soit µǫ
le minimum des µn pour n de parite´ ǫ. Quitte a` diviser les polynoˆmes Pn par une
puissance de p, on peut supposer que pour une des parite´s, disons ǫ, µ−ǫ ≥ µǫ = 0.
Soit n un entier de parite´ ǫ tel que µn = 0. Alors la relation (4.1.1) applique´e a`
n+2 implique que µn+2 = µǫ = 0 puisque µ(apPn+1) ≥ 1. Donc µm = 0 pour tout
entier m ≥ n de parite´ ǫ et on a encore λm+2 = λm+λ(ξm+1) = λm+ pm(p− 1) et
λn = λǫ +
pn
p+1 . Pour la parite´ −ǫ, soit n de parite´ −ǫ tel que µn = µ−ǫ et tel que
µn+1 = 0. Trois cas peuvent se produire.
Cas 1 : µ−ǫ > ordp(ap) = 1. La relation (4.1.1) applique´e a` n+ 2 implique que
µn+2 = ordp ap < µ−ǫ, ce qui contredit la de´finition de µ−ǫ.
Cas 2 : µ−ǫ < ordp(ap) = 1. Alors, µ(Pn+2) = µ(Pn) = µ−ǫ et on a µm = µ−ǫ
pour tout entier m ≥ n de meˆme parite´. Dans ce cas, comme dans le cas ap = 0,
λm+2 = λm + p
m(p− 1).
Cas 3 : µ−ǫ = ordp(ap) = 1. Si µn+2 > µ−ǫ, on a
λn = λn+1 − pn(p− 1) = λǫ + p
n+1
p+ 1
− pn(p− 1)
= λǫ − p
n(p2 − p− 1)
p+ 1
Ce qui n’est pas possible pour n assez grand. Donc, pour n assez grand de parite´−ǫ,
µn = µ−ǫ = ordp(ap). Comme λ(ξn+1) = p
n(p−1) > pn+1p+1 et que λn+1 = λǫ+ p
n+1
p+1 ,
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on de´duit de l’e´galite´ 4.1.1 pour n+2 que λn+2 = λn+1 = λǫ+
pn+1
p+1 . En particulier,
pour n assez grand, λn+2 < p
n+1(p− 1). 
4.1.4. Lemme. Soit P un polynoˆme ve´rifiant λ(P ) < pn−1(p−1)). Alors, P (ζn−1)
est non nul pour ζn racine de l’unite´ d’ordre p
n et on a alors
ordp P (ζn − 1) = µ(P ) + λ(P )
pn−1(p− 1) .
De´monstration. On a P = unp
µ(P )(xλ(P ) + pQ) avec Q ∈ Zp[x], u une unite´ de
Zp[[x]]. Si ζn est une racine de l’unite´ d’ordre p
n,
ordp((ζn − 1)λ(P )) = λ(P )
pn−1(p− 1) <
1
p− 1 < 1 .
Donc P (ζn − 1) ne s’annule pas et
ordp(P (ζn − 1) = µ(P ) + λ(P )
pn−1(p− 1) .

4.1.2. De´montrons maintenant la proposition 4.1.2. La premie`re assertion se de´duit
du lemme 4.1.4 (elle est aussi de´montre´e dans [19]). Prenons maintenant ap = 0
ou µ+ = µ− (le calcul est inspire´ du calcul de Kurihara).
Soit n0 = sup(n+, n−). Il s’agit de calculer (avec p
nζ l’ordre de ζ)
∑
ζ∈µpn−µpn0 ordp Pnζ (ζ − 1) =
n∑
j=n0+1
∑
ζ∈µpj−µpj−1
ordp Pj(ζ − 1)
=
n∑
j=n0+1
pj−1(p− 1)
(
µǫ(j) +
p
p2 − 1 +
λǫ(j)
pj−1(p− 1)
)
= An −An0
avec
An =
n∑
j=1
(
pj−1(p− 1)
(
µǫ(j) +
p
p2 − 1
)
+ λǫ(j)
)
=
n∑
j=1
pj−1(p− 1)µǫ(j) +
n∑
j=1
pj
p+ 1
+
n∑
j=1
λǫ(j) .
On a
n∑
j pair
pj−1(p− 1)µ˜+ = p
2⌊n2 ⌋+1 − p
p+ 1
µ+
n∑
j impair
pj−1(p− 1)µ− = p
2⌊n+12 ⌋ − 1
p+ 1
µ−
n∑
j=1
pj
p+ 1
=
p
p2 − 1(p
n − 1)
n∑
j=1
λǫ(j) = λ+
n∑
j pair
1 + λ−
n∑
j impair
1
= λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋ .
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Donc
An =
p2⌊
n
2 ⌋+1 − p
p+ 1
µ+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋ − 1
p+ 1
µ− +
p
p2 − 1(p
n − 1)
+ λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋ .
Donc
An −An0 =
p2⌊
n
2 ⌋+1 − p2⌊n02 ⌋+1
p+ 1
µ+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋ − p2⌊n0+12 ⌋
p+ 1
µ− +
p
p2 − 1(p
n − pn0)
+ λ+(⌊n
2
⌋ − ⌊n0
2
⌋) + λ−
(
⌊n+ 1
2
⌋ − ⌊n0 + 1
2
⌋
)
.
Ce qui termine la de´monstration de la proposition 4.1.2 dans le cas ap = 0 ou µ+ =
µ−. Dans le cas contraire, lorsque µǫ < µ−ǫ,le calcul serait le meˆme a` condition de
prendre 0 pour λ−ǫ et 2λǫ pour λǫ.
Exemple. Supposons que F ve´rifie la condition supple´mentaire
(1− p−1ϕ−1)(1 − ϕ)−1F (0) ∈ Fil0Dp(E) ,
que les polynoˆmes Pn sont a` coefficients dans Zp et que P0 est une unite´ p-adique.
En particulier µ0 = 0. La relation supple´mentaire reliant P0 et P1 implique que
µ1 = 0. Donc, µ+ = µ− = 0, λ1 = 0, λ0 = 0, on peut prendre n+ = 0 et n− = 1,
donc λ˜+ = λ˜− = 0 et λ+ = −1/(p + 1), λ− = −p/(p + 1). D’ou`, A1 = 0 et en
multipliant par F (0) (sous les hypothe`ses faite, F (0)/(1− p−1ϕ−1)−1(1−ϕ)ωE est
une unite´), on obtient la formule
ordp
(∏
ζ∈µpn
F (ζ − 1)
ω˜K
)
=
p(pn − 1)
p2 − 1 −
1
p+ 1
⌊n
2
⌋ − p
p+ 1
⌊n+ 1
2
⌋
= ⌊ p
p2 − 1p
n − n
2
⌋ .
Remarques. 1) Nous avons vu au cours de la de´monstration que si µn0 = µ+,
pour n > n0, la fonction F ne peut plus s’annuler en ζ − 1 pour ζ racine de l’unite´
d’ordre pn. Si de plus λn0 < p
n0−1(p− 1), F ne s’annule pas non plus en une racine
de l’unite´ d’ordre pn0 .
2) Supposons ap = 0. Soit
Mn =
{
pn−p
p+1 si n est impair
pn−1
p+1 si n est pair
.
Pour tout entier n de parite´ ǫ tel que µn = µǫ, on a λn ≥Mn.
3) λ+ (resp. λ−) se calcule a` partir de λ2n (resp. λ2n+1) de`s que µ2n = µ+ (resp.
µ2n+1 = µ−).
De´finition. Si F est comme dans le lemme 4.1.1, on de´finit le λ-invariant de F
comme le couple (λ+, λ−) et son µ-invariant comme le couple (µ+, µ−).
Si F1 et F2 sont deux e´le´ments de H⊗Dp(E) d’ordre ≤ 0 comme dans le lemme
4.1.1 tel que F2 = hF1 avec λ+(F1) = λ+(F2) et µ+(F1) = µ+(F2) et h ∈ Zp[[x]].
Alors (F1) = (F2). On remarque en effet que si h ∈ Zp[[x]], λ(hF ) = λ(F ) +
(λ(h), λ(h)) et µ(hF ) = µ(F ) + (µ(h), µ(h)).
5. Croissance du groupe de Shafarevich-Tate
5.1. On peut maintenant mettre ensemble les paragraphes 2.2 et 4 pour obtenir le
re´sultat suivant qui rede´montre et ge´ne´ralise le re´sultat de Kurihara.
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5.1.1. The´ore`me. Soit E une courbe elliptique de´finie sur Q et p un nombre pre-
mier tel que E soit supersingulie`re en p.
1) Le rang de E(K∞) est fini et le corang de X(E/Kn) est borne´.
2) Supposons E(Kn) et X(E/Kn) finis pour tout n. Alors il existe des entiers
µ′+, µ
′
−, λ
′
+, λ
′
− et un rationnel ν tels que
ordp ♯X(E/Kn) =
p2⌊
n
2 ⌋+1
p+ 1
µ′+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋
p+ 1
µ′− +
p
p2 − 1p
n + λ′+⌊
n
2
⌋+ λ′−⌊
n+ 1
2
⌋+ ν .
3) (Kurihara) Si L(E,1)ΩE est une unite´ en p, c’est-a`-dire si 1(Lp(E, 1)) n’est pas
divisible par p dans le re´seau ME de Dp(E), E(Kn) et X(E/Kn)(p) sont finis
pour tout n et on a
ordp ♯X(E/Kn)(p) = ⌊ p
p2 − 1p
n − n
2
⌋ .
4) Soit un entier n0 tel que le rang de E(Kn) et le corang de X(E/Kn)(p) soient
stationnaires pour n ≥ n0 (qui existe d’apre`s 1) et soit s le rang de Sˇp(E/Q∞) =
Sˇp(E/Qn0). Alors, il existe des entiers µ
′
+, µ
′
−, λ
′
+, λ
′
− et un rationnel ν tels que
pour n ≥ n0
ordp♯ (X(E/Kn)/div)
=
p2⌊
n
2 ⌋+1
p+ 1
µ′+ +
p2⌊
n+1
2 ⌋
p+ 1
µ′− +
p
p2 − 1p
n + (λ′+ − s)⌊
n
2
⌋+ (λ′− − s)⌊
n+ 1
2
⌋+ ν .
Ce the´ore`me se de´duit de la proposition 4.1.2 applique´e a` la fonction Iˆarith,(0) ∈
H ⊗Dp(E) (meˆme de´finition que pour Lp(E/Q), §1.2.1). Les proprie´te´s de Iarith
impliquent en effet que Iˆarith,(0) ve´rifie les conditions du lemme 4.1.1. On a alors
pour δ caracte`re d’ordre fini de G∞ :
Iarith(〈χ〉sδ) = Iˆarith,(0)(usζ − 1)
avec u = 〈χ(γ)〉 et ζ = δ(γ). De plus, Iarith(〈χQn〉s) =
∏
δ∈∆ˆQn
Iarith(〈χ〉sδ) ou`
χK est le caracte`re cyclotomique attache´e a` Qn, c’est-a`-dire la restriction de χ a`
GQn . Le rang de Sˇp(E/Qn) est stationnaire pour n assez grand. Comme Sˇp(E/Qn)
est facteur direct dans H1(Qn, Tp(E)) et que le conoyau de l’application de restric-
tion H1(Qn, Tp(E))→ H1(Qm, Tp(E))Gal(Qm/Qn) est H2(Qm/Qn, Tp(E)Gal(Q/Qm))
et est donc nul, la limite inductive des Sˇp(E/Qn) est un Zp-module de type fini.
D’autre part, on a 〈x, y〉Qm = [Qm : Qn]〈x, y〉Qn pour x et y dans Sˇp(E/Qn) et
m ≥ n. Donc, pour n0 tel que Sˇp(E/Q∞) = Sˇp(E/Qn0)∏
δ∈∆ˆn−∆ˆn0
Iarith(〈χ〉sδ) = Tam(E/Qn)♯X(Tp(E)/Qn)
Tam(E/Q0)♯X(Tp(E)/Qn0)
p(n−n0)sω˜E,Qn/Qn0
En utilisant la proposition 4.1.2, le fait que les Tam(E/Qn) deviennent stationnaires
et que X(Tp(E)/Qn) est le quotient de X(E/Qn) par sa partie divisible, on en
de´duit le the´ore`me.
6. Exemples nume´riques
6.1. Quelques ge´ne´ralite´s. Nous allons voir quelques crite`res nume´riques qui
permettent de conclure a` la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer en p (toujours
supersingulier) dans des exemples qui ne semblaient pas connus auparavant et a`
la conjecture principale. Nous avons fait des calculs syste´matiques sur les courbes
elliptiques de conducteur NE < 150 et leurs twists par des discriminants infe´rieurs
a` 500 en valeur absolue et pour des nombres premiers 3, 5, 7 lorsqu’ils sont super-
singuliers syste´matiquement et occasionnellement pour d’autres nombres premiers
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(p = 11, p = 19). Pre´cisons que lorsqu’on parle de l’ordre du groupe de Shafarevich-
Tate, il s’agit ici re´ellement du nombre d’e´le´ments et non de l’ordre conjectural
(appele´ quelquefois ordre analytique).
Soit F = Lp(E) ou un ge´ne´rateur de Iarith. C’est un e´le´ment de H(G∞)⊗Dp(E).
On e´crit F =
∑
ωi∈∆ˆ Fˆi(γ − 1) =
∑
i Fˆi(γ − 1) avec Fi = eωi(F ) ∈ H. Si ωiδ est
de conducteur pn+1 avec δ d’ordre pn, on a alors ωiδ(F ) = δ(Fi) = Fˆi(ζn− 1) avec
ζn = δ(γ) une racine de l’unite´ d’ordre p
n.
Prenons i = 0. Alors, Fˆ0 est un e´le´ment de H ⊗Dp(E) ve´rifiant les proprie´te´s
du lemme 4.1.1. On note Pn les polynoˆmes associe´s a` Lp(E) et au caracte`re trivial
de Gal(Q(µp)/Q) comme dans le lemme 4.1.1 et Qn les polynoˆmes associe´s a` un
ge´ne´rateur de Iarith. Les polynoˆmes Pn et Qn sont a` coefficients dans Zp. On note
λn = λ(Pn) et µn = µ(Pn) les invariants des polynoˆmes Pn et λ
′
n = λ(Qn) et
µ′n = µ(Qn) les invariants de Qn. Ces polynoˆmes ve´rifient les relations pour n ≥ 2
Pn − apPn−1 + ξn−1Pn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)
Qn − apQn−1 + ξn−1Qn−2 ≡ 0 mod ωn−1(x)(6.1.1)
et
(ap − 2)P1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))P0 mod ω0(x)
(ap − 2)Q1 ≡ ((ap − 2)ap − (p− 1))Q0 mod ω0(x) .(6.1.2)
Par le the´ore`me de Kato, on sait qu’il existe un e´le´ment g ∈ Zp[[x]] tel que
Pn ≡ gQn mod ωn(x) .(6.1.3)
Montrer la conjecture principale revient alors a` montrer que g(0) est une unite´,
c’est-a`-dire que µ(g) = λ(g) = 0.
Pour tous les exemples calcule´s dans la suite, l’image de ρp est maximale. Nous
ne le re´pe´terons pas. Les donnes numriques obtenues sont mises dans un tableau
avec le nom de la courbe, les coefficients [a1, a2, a3, a4, a6], le discriminant par lequel
on twiste, les µi, λi inte´ressants, puis ventuellement les invariants λ˜+ et λ˜−.
Commenc¸ons par quelques re´sultats nume´riques concernant les µ-invariants.
Nous avons mis dans le tableau I les valeurs nume´riques pour la suite des µn
trouve´es par le calcul (µn =∞ signifie que Pn = 0, une case blanche signifie que µn
est automatiquement nul). Dans le tableau II, seules des courbes ve´rifiant a3 = ±3
interviennent pour p = 3. Remarquons entre autres que µ2 peut eˆtre supe´rieur a` µ1
(par exemple µ1 = 0, µ2 = 1). Dans tous les exemples calcule´s, µ3 et µ4 sont nuls.
Il semble raisonnable de faire la conjecture :
6.1.1. Conjecture. Les invariants µ+ et µ− de Lp(E/Q) sont nuls.
Remarquons que nous n’avons pas dans le cas supersingulier le proble`me d’“inva-
riance par isoge´nie” : E n’a pas de sous-groupes rationnels sur Q d’ordre p.
23
p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 0 0
3 1 0 0
3 1 0 1 0
3 1 1 0 0
3 1 1 1 0 0
3 2 0 0
3 2 0 1 0
3 2 1 0 0
3 2 1 1 0 0
3 2 2 0 0
3 2 2 1 0 0
3 3 0 0
3 3 1 0 0
3 3 2 0 0
3 4 0 0
3 ∞ 0 0
3 ∞ 0 1 0
3 ∞ 0 ∞ 0
3 ∞ 1 0 0
3 ∞ 1 1 0 0
3 ∞ 2 0 0
3 ∞ 2 1 0 0
3 ∞ 3 0 0
p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 ∞ 3 1 0 0
3 ∞ 4 0 0
3 ∞ ∞ 0 0
3 ∞ ∞ 1 0 0
5 0 0
5 1 0 0
5 1 1 0 0
5 2 0 0
5 2 1 0 0
5 ∞ 0
5 ∞ 0 0
5 ∞ 1 0 0
5 ∞ ∞ 0 0
7 0 0
7 2 0 0
7 ∞ 0
7 ∞ 1 0 0
7 ∞ 1 0 0
7 ∞ ∞ 0 0
11 0 0 0
11 ∞ 0 0
17 2 0 0
Table I
p µ0 µ1 µ2 µ3 µ4
3 0 0 0 0 0
3 2 0 0 0 0
3 2 0 1 0 0
3 2 1 0 0 0
3 2 2 0 0 0
3 4 0 0 0 0
3 ∞ 0 1 0 0
3 ∞ 1 0 0 0
3 ∞ 2 0 0 0
3 ∞ 3 0 0 0
Table II (a3 6= 0)
Donnons maintenant une conse´quence de l’e´quation fonctionnelle. Si ǫarith est le
signe de l’e´quation fonctionnelle de Iarith(E), les λ
′
n sont tous pairs pour ǫarith = 1
et tous impairs pour ǫarith = −1. Malheureusement, on ne sait pas montrer que
ǫarith = ǫanal.
Rappelons enfin que lorsque ap = 0 ou µ+ = µ−, les λ
′
k = λ(Qk) ainsi que les
λk = λ(Pk) ve´rifient les ine´galite´s λk ≥Mk, λ′k ≥Mk avec
Mk =
{
pk−p
p+1 si k est impair
pk−1
p+1 si k est pair
.
et que l’on pose λ˜+ = λk−Mk, λ˜′+ = λ′k−Mk (resp. λ˜− = λk−Mk, λ˜′− = λ′k−Mk)
pour k pair (resp. impair) tel que µk = 0. Donnons quelques valeurs des Mk.
p M0 M1 M2 M3 M4
3 0 0 2 6 20
5 0 0 4 20 104
7 0 0 6 42 300
11 0 0 10 110 1220
Et pour fixer les ide´es donnons une petite table des degre´s des polynoˆmes cyclo-
tomiques de degre´ pn :
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p 1 2 3 4
3 2 6 18 54
5 4 20 100 500
7 6 42 294 2058
11 10 110 1210 13310
Nous supposerons dans la suite que si ap 6= 0, µ+ = µ− pour ne pas alourdir les
e´nonce´s (le cas contraire n’ayant jamais e´te´ rencontre´ nume´riquement).
6.2. Courbes de rang 0.
Exemple de Kurihara. Commenc¸ons par le cas e´tudie´ par Kurihara : P0 est une
unite´ (l’hypothe`se ap = 0 faite dans [11] n’est pas ne´cessaire). Graˆce a` la relation
(6.1.2), il en est de meˆme de P1. Les µn sont tous nuls. On a λ0 = λ1 = 0 et λ˜+ =
λ˜− = 0. Par le lemme 4.1.3, on a alors λ2 = p−1, λ3 = p(p−1), λ4 = (p−1)(p2+1),
λ5 = p(p− 1)(p2 + 1) et λ+ = −1p+1 , λ− = −pp+1 . Il est rassurant de ve´rifier que c’est
ce que donne le calcul nume´rique : par exemple, pour E = X0(17) et p = 3, on
a λ2 = 2, λ3 = 6, λ4 = 20, λ5 = 60. La conjecture principale e0Iarith(E) =
e0Lp(E/Q)Zp[[Γ]] est vraie car la congruence P0 ≡ gQ0 mod x signifie que g(0) est
une unite´ ; E(Q∞) est fini et les X(Qn)(p) sont tous finis et de cardinal
ordp ♯X(E/Qn) =
p
p2 − 1p
n − 1
p+ 1
⌊n
2
⌋ − p
p+ 1
⌊n+ 1
2
⌋ = ⌊ p
p2 − 1p
n − n
2
⌋ .
Par exemple pour p = 3, on obtient
⌊3
n+1
8
− n
2
⌋ .
Exemple de rang 0 et de groupe de Shafarevich-Tate non trivial. Prenons E =
X0(17)
(373), p = 3. La valeur de L(E/Q)/ΩE est −36. Les calculs donnent µ0 = 2,
µ1 = 0, µ2 = 0, λ1 = 2, λ2 = 6. Donc
λ˜+ = 4 , λ˜− = 2
On ve´rifie en meˆme temps que P1 et P2 sont premiers respectivement a` ξ1 = x
2 +
3x + 3 et a` ξ2. Le rang de E(Q) est 0. En utilisant la remarque 4.1.2, on obtient
que E(Q∞) est de torsion et que X(E/Qn)(3) est fini pour tout entier n. Passons
maintenant a` la conjecture principale. On a Tam(E) = 16 et ♯E(Q) = 2. Ainsi,
(1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(Iarith(E/Q))/ωE = ♯X(E/Q)(p)u divise 9 (avec u unite´
de Z3). Comme on sait que X(E/Q) est un carre´, le cardinal de X(E/Q)(3) est 9
ou 1. Nous allons montrer que le deuxie`me cas n’est pas possible. On conclut alors
en remarquant que P0 et Q0 ont meˆme valuation 3-adique et donc que g(0) est
une unite´ 3-adique puisque P0 = g(0)Q0, ce qui de´montrera la conjecture principale
e0Iarith(E/Q) = e0Lp(E/Q)Zp[[Γ]].
Supposons que X(E/Q)(3) est trivial. Dans ce cas, Q0 est une unite´. Comme
en 6.2, les λ′n et µ
′
n valent µ
′
0 = µ
′
1 = 0, λ
′
0 = 0, λ
′
1 = 0 et donc λ
′
2 = 2, λ
′
3 = 6,
λ′4 = 20, λ
′
5 = 60 et λ˜
′
+ = λ˜
′
− = 0. Or les congruences Pn ≡ gQn mod (1+x)3
n − 1
et le fait que les µn sont nuls et les Pn non nuls (de degre´ < 3
n) pour n ≥ 1
impliquent que λn = λ(g) + λ
′
n < 3
n pour tout entier n ≥ 1. On en de´duit en
particulier que
λ2 − λ1 = λ′2 − λ′1 = 2
λ3 − λ2 = λ′3 − λ′2 = 4 .
ce qui est contradictoire avec les re´sultats nume´riques. Donc, X(E/Q)(3) n’est
pas trivial et d’ordre 9. On a donc ici montre´ par des calculs simples de symboles
modulaires que
♯X(X0(17)
(373)/Q)(3) = 9 .
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De plus, λ− = 2− 3/4 = 5/4 et λ+ = 6− 9/4 = 15/4. Donc,
ord3 ♯X(X0(17)
(373)Qn)(3) = 2 + (An −A0)
avec
An =
3(3n − 1)
8
+
15
4
⌊n
2
⌋+ 5
4
⌊n+ 1
2
⌋
D’ou`,
ord3 ♯X(X0(17)
(373)/Qn)(3) = 2 +
3(3n − 1)
8
+
15
4
⌊n
2
⌋+ 5
4
⌊n+ 1
2
⌋ .
Remarquons que L(E, 1)/ΩE est e´gal a` 36, pour p ne divisant pas 6, les cas traite´s
par Kurihara pour p supersingulier et par Mazur dans le cas ou` p est ordinaire
montrent que la conjecture de Birch-Swinnerton-Dyer (a` condition de ve´rifier que
ρp est surjective) est vraie a` des puissances de 2, de 17 et de 373 pre`s.
On peut ge´ne´raliser cet exemple de la manie`re suivante.
6.2.1. Proposition. Supposons ρp surjective, µ0 ≤ 2 (en particulier, L(E, 1) 6= 0)
et λ˜+ 6= λ˜−. Alors, la conjecture principale est vraie et X(E/Q)(p) a l’ordre pre´dit
par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer. Si de plus, λk −Mk < pk−1(p− 1)
pour les entiers k tels que µk−2 6= 0, alors X(E/Qn)(p) est fini pour tout entier n
et E(Q∞) = 0.
Ainsi, si Tam(E)/(♯E(Q))2 est premier a` p et si µ0 = 2, X(E/Q)(p) est d’ordre
p2. Si µ0 = 1, X(E/Q)(p) est trivial (par un the´ore`me de Cassels, ♯X(E/Q)(p)
est un carre´).
De´monstration. On sait de´ja` que E(Q) est fini ainsi que X(E/Q)(p). D’autre part
♯E(Q)tors est d’ordre premier a` p. Si la conjecture principale n’est pas vraie, comme
♯X(E/Q)(p) est un carre´, Q0 est ne´cessairement une unite´ et λ˜
′
+ = λ˜
′
− = 0. On
en de´duit que λ˜+ = λ˜−, ce qui a e´te´ suppose´ faux. Donc g est une unite´. 
Exemple. Soit E = X0(17)
(−167). Les donne´es nume´riques sont
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4
17A [1,-1,1,-1,-14] -167 3 2 1,2 1,6 0,10 0,28
On a µ0 = 2, µ1 = 1, µ2 = 1, µn = 0 pour n ≥ 3, λ1 = 2, λ2 = 6, λ3 = 10,
λ4 = 28. Donc λ˜+ = 28− 20 = 8 et λ˜− = 10− 6 = 4. Donc la conjecture principale
est vraie. Le nombre de Tamagawa Tam(E) est e´gal a` 4. Donc, X(E/Q)(3) est
d’ordre 9. D’autre part, P1 = −12x2− 36x− 36 = −12ξ1. On en de´duit que le rang
de Sˇ3(E/Q(µ9)
∆) est supe´rieur ou e´gal a` p− 1 = 2 graˆce au the´ore`me 2.2.2 et au
fait que la conjecture principale vient d’eˆtre ve´rifie´e. Ce rang peut eˆtre 2 ou 4. Il
faudrait ve´rifier nume´riquement que L′p(E) 6≡ 0 mod ξ1. Le polynoˆme
P2 = 24x
8 + 216x7 + 852x6 + 1944x5 + 2808x4 + 2628x3 + 1548x2 + 540x+ 108
= 12(x2 + 3x+ 3)(2x6 + 12x5 + 29x4 + 39x3 + 30x2 + 12x+ 3)
est premier avec ξ2. Pour n = 3 et 4, la comparaison des degre´s implique que Pn est
premier avec ξn et donc pour n ≥ 5 puisque µ3 = µ4 = 0. Ainsi, le rang de la limite
inductive des Sˇ3(E/Q(µ3n)
∆) est 2, E(Q∞) est de rang 2 ou X(E/Q(µ9)
∆)(3) est
infini. On a λ1 −M1 = 2, λ2 −M2 = 4, λ3 −M3 = 4, λ4 −M4 = 8, λn −Mn = 4 si
n est un entier impair ≥ 3 et λn −Mn = 8 si n est un entier pair ≥ 4. On a alors
An −A2 = 3(3
n − 1)
8
+
31
4
⌊n
2
⌋+ 13
4
⌊n+ 1
2
⌋ − 14
=
{
3n+1−115
8 +
11n
2
3n+1−133
8 +
11n
2
26
Ainsi,
ordp ♯X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)
8
+
23
4
⌊n
2
⌋+ 5
4
⌊n+ 1
2
⌋+ ν
Exemple. Soit E = X0(17)
(−187) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
17A [1,-1,1,-1,-14] -187 3 2 1,2 0,4 0,10 4 2
Le nombre de Tamagawa de E est 8. On a µ0 = 2, µ1 = 1, µ2 = 0, µn = 0 pour
n ≥ 2, λ1 = 2, λ2 = 4, λ3 = 10. Donc, λ˜− = 4 et λ˜+ = 2. Comme λ˜+ 6= λ˜+, la
conjecture principale est vraie et X(E/Q)(3) est d’ordre 9. Le polynoˆme P1 est
e´gal a` −24ξ1. Quand a` P2, il vaut
P2 = −32x8 − 284x7 − 1140x6 − 2680x5 − 4012x4 − 3948x3 − 2568x2 − 1080x− 216
= −4(x2 + 3x+ 3)(8x6 + 47x5 + 120x4 + 169x3 + 136x2 + 72x+ 18)
et est premier a` ξ2. On en de´duit que les polynoˆmes Pn sont tous premiers a` ξn
pour n ≥ 2, que E(Q∞) est de rang ≥ 2 ouX(E/Q(µ9)∆)(3) est infini, que le rang
de la limite inductive des Sˇ3(E/Q(µ3n)
∆) est 2 ou 4. Pour conclure pour le rang,
il faut ve´rifier que Lˆ′p(E)) 6≡ 0 mod ξ1. Ce que je n’ai pas encore fait. Enfin,
An −A1 = 3(3
n − 1)
8
+
7
4
⌊n
2
⌋+ 13
4
⌊n+ 1
2
⌋ − 4
et
ordp ♯X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)
8
− 1
4
⌊n
2
⌋ − 3
4
⌊n+ 1
2
⌋+ ν
Exemple. Soit E = 40A(−379) avec 40A d’e´quation y2 = x3 − 7x− 6 :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4
40A [0,0,0,-7,-6] -379 3 2 2,0 1,4 0,10 0,28
Le nombre Tam(E) est e´gal a` 32. On prend toujours p = 3. On a µ0 = 2, µ1 = 1,
µ2 = 1, µn = 0 pour n ≥ 3 et λ1 = 0, λ2 = 4, λ3 = 10, λ4 = 28 et donc λ˜+ = 8,
λ˜− = 4. La conjecture principale est vraie et X(E/Q)(3) est d’ordre 9. Pour des
questions de degre´, les polynoˆmes Pn sont tous premiers a` ξn. Donc E(Q∞) est nul
et X(E/Qn)(p) est fini pour tout entier n. On a
ord3X(E/Qn)(3) = An −A2 + ord3 P0 + ord3
∏
ζ∈µ3−{1}
P1(ζ − 1)
+ ord3
∏
ζ∈µ9−µ3
P2(ζ − 1) .
Ici, P1 = −144(x+ 1) et
P2 = −48x8 − 432x7 − 1728x6 − 4080x5 − 6288x4 − 6480x3 − 4320x2 − 1728x− 432
= −48ξ1(x6 + 6x5 + 15x4 + 22x3 + 20x2 + 9x+ 3) .
Donc, ord3
∏
ζ∈µ3−{1}
P1(ζ − 1) = 4 et par le calcul
ord3
∏
ζ∈µ9−µ3
P2(ζ − 1) = 10 .
D’autre part,
An =
3(3n − 1)
8
+ (λ+ + λ−)⌊n
2
⌋ + (λ− si n est impair)
=
3(3n − 1)
8
+ λ+⌊n
2
⌋+ λ−⌊n+ 1
2
⌋
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avec λ+ = 28− 34/4 = 31/4 et λ− = 10− 33/4 = 13/4 ; d’ou`
An =
3(3n − 1)
8
+ 11⌊n
2
⌋(+13
4
si n est impair)
A2 = 14 .
D’ou` pour n ≥ 3
ord3 ♯X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)
8
+
31
4
⌊n
2
⌋+ 13
4
⌊n+ 1
2
⌋+ 2 .
Exemple. E = 62A(−296) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 λ˜− λ˜+
62A [1,-1,1,-1,1] -296 3 2 1,2 1,4 0,12 0,28 6 8
Le rang de E(Q∞) est nul, les X(E/Qn)(3) sont finis. On a Tam(E) = 8,
λ+ = 31/4, λ− = 21/4, λ˜+ = 8, λ˜− = 6. Enfin,
An −A2 = 3(3
n − 1)
8
+
31
4
⌊n
2
⌋+ 21
4
⌊n+ 1
2
⌋ − 16
=
{
3n+1−131
8 +
13n
2
3n+1−141
8 +
13n
2
.
On a {
P1 = 12(x
2 − 3x− 3)
P2 = 3ξ1(14x
6 + 75x5 + 152x4 + 166x3 + 113x2 + 36x+ 12)
.
On trouve alors que la contribution de P0 (resp. P1, P2) a` la valuation 3-adique de
♯X(E/Qn)(3) pour n ≥ 3 est 2 (resp. 4, 10).
On obtient donc que
ord3 ♯X(E/Qn)(3) =
3(3n − 1)
8
+
31
4
⌊n
2
⌋+ 21
4
⌊n+ 1
2
⌋ .
Exemple. E = 73A(−151) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 λ˜− λ˜+
73A [1, -1, 0, 4, -3] -151 3 2 2,0 1,8 0,10 0,28 4 8
On a λ˜+ = 8, λ˜− = 4, λ+ = 31/4, λ− = 13/4. La conjecture principale est
vraie. Le rang de Sˇ3(E/Q∞) est supe´rieur a` 6 car P2 n’est pas premier a` ξ2 : on
a P1 = −36 et P2 = −12ξ1ξ2. Donc, Sˇ3(Q(µ9)∆) est infini et de rang ≥ 6. Si le
rang de Sˇ3(Q(µ9)
∆) e´tait plus grand, et donc plus grand que 12, λ+ et λ− seraient
respectivement supe´rieurs a` 12 et 6, ce qui est faux. Donc Sˇ3(Q∞) est de rang 6.
Exemple. E = 142C(397) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4
142C [1, -1, 0, -1, -3] 397 3 1 1,0 1,2 0,10 0,30
Ici le nombre de Tamagawa est 12 et n’est donc pas premier a` 3. Les invariants
de E pour p = 3 sont µ0 = 1, µ1 = 1, µ2 = 1, µn = 0 pour n ≥ 3, λ1 = 0, λ2 = 2,
λ3 = 10, λ4 = 30. Donc, λ˜+ = 10, λ˜− = 4 et la conjecture principale est vraie.
La composante 3-primaire de X(E/Q) est triviale. Le groupe E(Q∞) est nul. Les
nombres de Tamagawa restent de valuation 3-adique 1. On obtient pour le membre
de gauche {
1 + 10 + 3
n+1−131
8 +
13n
2
1 + 10 + 3
n+1−157
8 +
13n
2
=
{
3n+1−43
8 +
13n
2
3n+1−69
8 +
13n
2
.
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L’ordre du groupe de Shafarevich-Tate est de valuation 3-adique{
3n+1−51
8 +
13n
2
3n+1−77
8 +
13n
2
Donnons quelques exemples avec p = 5, 7. La croissance du groupe de Shafarevich-
Tate s’en de´duit comme pre´ce´demment.
Exemple. E = 106C(−312) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
106C [1,0,0,-283,-2351] -312 5 2 0,4 0,6 4 2
La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Q∞) = 0, X(E/Q)(5) est d’ordre
25, les X(E/Qn)(5) sont finis, (λ+, λ−) = (11/6, 19/6).
Exemple. E = 84A(−443) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
84A [0,1,0,7,0] -443 5 2 0,2 0,8 2 4
La conjecture principale 5-adique est vraie, E(Q∞) = 0, X(E/Q)(5) est d’ordre
25, les X(E/Qn)(5) sont finis et (λ+, λ−) = (23/6, 7/6).
Exemple. E = 106B(−408) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
106B [1,1,0,-7,5] -408 7 2 0,2 0,10 2 4
La conjecture principale 7-adique est vraie, E(Q∞) = 0, X(E/Q)(7) est d’ordre
49, les X(E/Qn)(7) sont finis et (λ+, λ−) = (31/8, 9/8).
La proposition suivante permet d’obtenir quelques cas ou` µ0 ≥ 3.
6.2.2. Proposition. Supposons ap = 0 et L(E, 1) 6= 0. Si λ˜+ ou λ˜− est e´gal a` 2
et si λ˜+ 6= λ˜− ou si ordpTam(E) ≥ 1, alors la conjecture principale est vraie et la
composante p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate a l’ordre pre´dit.
De´monstration. Pour k de parite´ convenable ǫ et assez grand, on a
0 ≤ λ(g) ≤ λk −Mk = λ˜ǫ = 2 .
D’autre part, µ(g) = 0. Les e´quations fonctionnelles pour Lp(E) et Iarith ont toutes
deux le signe + puisque elles sont non nulles en 1, donc λ(g) est ne´cessairement pair.
Si λ(g) = 0, g est une unite´ et la conjecture principale est vraie. Sinon, λ(g) = 2.
Dans ce cas λ˜′ǫ = 0 et λ
′
k = Mk. Le fait qu’il soit e´gal a` la valeur limite implique que
λ′j est minimal pour tout entier j, ce qui n’est possible que si µ
′
0 = 0. Si Tam(E)
est divisible par p, cela n’est pas possible. Sinon, on a ne´cessairement λ˜− = λ˜+. 
Exemple. E = 142C(53) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
142C [1,-1,0,-1,-3] 53 3 3 0,2 0,6 2 4
La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tamagawa est 12, ce qui est
pre´visible puisque µ0 est impair. Donc, l’ordre de X(E/Q)(3) est 9. La` encore
E(Q∞) = 0 car les polynoˆmes P1 et P2 sont premiers respectivement a` ξ1 et a`
ξ2. La variation du cardinal de X(E/Qn)(3) peut eˆtre obtenue facilement comme
pre´ce´demment.
Exemple. E = 142C(461) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
142C [1,-1,0,-1,-3] 461 3 3 2,2 0,4 0,12 6 2
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La conjecture principale est vraie. Le nombre de Tamagawa est 12. Donc, l’ordre
de X(E/Q)(3) est 9. Ici, P1 = 18ξ1 et P2 est premier avec ξ2. Donc, le rang de
Sˇp(Q(µ9)
∆) est ≥ 2. S’il e´tait e´gal a` 4, on aurait alors Lˆ′p(E/Q) ≡ 0 mod ξ1, ce
qu’il faut ve´rifier nume´riquement. En tout cas Sˇp(Q∞) = Sˇp(Q(µ9)
∆).
Les courbes suivantes ve´rifient la conjecture principale et l’ordre de X(E/Q)(3)
est e´gal a` 9 :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
142C [1,-1,0,-1,-3] 461 3 3 2,2 0,4 0,12 6 2
142C [1,-1,0,-1,-3] -139 3 3 1,2 0,4 0,10 4 2
142C [1,-1,0,-1,-3] -467 3 3 2,2 0,4 0,10 4 2
142C [1,-1,0,-1,-3] 53 3 3 0,2 0,6 2 4
52A [0,0,0,1,-10] -499 3 3 2,2 0,4 0,10 4 2
52A [0,0,0,1,-10] 469 3 3 1,2 0,4 0,10 4 2
142C [1,-1,0,-1,-3] -211 3 3 0,2 0,4 2 2
52A [0,0,0,1,-10] -331 3 3 0,2 0,4 2 2
124B [0,0,0,-17,-27] 109 3 3 0,2 0,4 2 2
Mais pour beaucoup de courbes, les arguments pre´ce´dents ne permettent pas de
conclure : par exemple
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
142C [1,-1,0,-1,-3] 485 3 3 1,2 0,6 0,12 6 4
142C [1,-1,0,-1,-3] 493 3 3 1,2 0,6 0,16 10 4
124B [0,0,0,-17,-27] 485 3 3 2,2 0,8 0,10 4 6
124B [0,0,0,-17,-27] 205 3 3 1,2 0,6 0,10 4 4
6.3. Courbes de rang ≥ 1. Rappelons que
L′p,ωE(E,1) = [(1 − ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(L′p(E)), ωE ]Dp(E)
= [1(L′p(E)), ω˜E ]Dp(E) .
6.3.1. Proposition. Supposons ρp surjective, L(E/Q, 1) = 0 et L
′
p,ωE(E,1) 6= 0,
µ+ = µ− = 0. Si λ+ = 1 ou λ− = 1, la conjecture principale est vraie et le rang
de Sˇp(E) est e´gal a` 1. Si E(Q) est infini, il est de rang 1, l’ordre de X(E/Q)(p)
est celui pre´vu par la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer : ainsi si P
engendre un Z-module de E(Q) d’indice premier a` p, X(E/Q)(p) est fini et on a
ordpX(E/Q)(p) = ordp
L′p,ωE(E,1)
p
− ordp Tam(E)(
logωE P
p
)2
Remarquons que la conjecture principale est ainsi prouve´e sans calculer de points
rationnels, mais uniquement avec des calculs de symboles modulaires (plus ou moins
longs, j’en conviens !). Malheureusement, pour l’instant dans tous les calculs nume´riques,
ordpX(E/Q)(p) est toujours trouve´ nul.
Remarque. On peut aussi obtenir des renseignements supple´mentaires sur E(Q∞).
Par exemple, si µ1 = 0, µ2 = 0 et λ+ < p(p− 1) (pour assurer que P2 est premier
a` ξ1), E(Q∞) = E(Q) et X(E/Qn)(p) est fini pour tout entier n. On obtient alors
une formule pour la croissance du groupe de Shafarevich-Tate. De manie`re ge´ne´rale,
si l’on veut connaˆıtre le rang de E(Q∞) et X(E/Qn)(p), il faut de plus regarder
si tous les polynoˆmes Pj avec les entiers j tels que µj 6= 0, ainsi que pour les deux
premiers entiers j et j′ respectivement pair et impair pour lesquelles µj = 0, sont
premiers a` ξj .
De´monstration. La non-nullite´ de L′p,ωE(E,1) implique que le rang de Sˇp(E/Q) est
e´gal a` 1 et donc que Iarith est lui aussi nul sur le caracte`re trivial (3.4.1). Donc,
λ˜′− ≥ 1 et λ˜′+ ≥ 1. Comme λ± = λ′± + λ(g), λ(g) est nul. Comme µ(g) = 0, g est
une unite´. 
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Exemple. Prenons E = 43A d’e´quation y2 + y = x3 + x2 et p = 7. On a
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
43A [0,1,1,0,0] 1 7 ∞ 0,1 0,9 1 3
Ainsi, L(E, 1) = 0 et ses invariants sont µ1 = µ2 = 0, λ1 = 1, λ2 = 9. On ve´rifie
que L′p,ωE (E,1) est non nul : on a
L(E/Q7, 1)(1− ϕ)−1(1− 7−1ϕ−1)1(L′7(E))
= (5×7 + 6×72 +O(73))ωE − 7(3×7 + 4×72 +O(73))ϕωE
Il avait de´ja` e´te´ vu que la conjecture principale 7-adique est vraie, que X(E/Q)(7)
est trivial. Quand a` E(Q∞), il est de rang 1 et X(E/Qn)(7) est fini pour tout
entier n.
Exemple. Soit E = 91A d’e´quation y2 + y = x3 + x et p = 3. On a
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2 µ4, λ4 λ˜− λ˜+
91A [0,0,1,1,0] 1 3 ∞ 0, 1 ∞ 0, 27 1 7
On a L(E, 1) = 0, ses invariants sont µ1 = 0, µ2 =∞, µ4 = 0 et λ1 = 1, λ4 = 27.
On ve´rifie que L′p,ωE(E,1) est non nul : on a
L(E/Q3, 1)(1 − ϕ)−1(1 − 3−1ϕ−1)1(L′3(E))
∼ (2×3 + 2×32 + 2×34 +O(36))ωE
− 3(3 + 2×32 + 33 + 2×34 +O(36))ϕωE
On en de´duit que Sˇ3(Q) est de rang 1, ce qui est bien suˆr de´ja` connu (E(Q)
est engendre´ par le point (0, 0)), que X(E/Q)(3) est trivial et que la conjecture
principale est vraie. Comme P2 est identiquement nul, E(Q(µ27)
∆) ou au moins
Sˇ3(E/Q(µ27)
∆) est de rang ≥ 1 + 6 = 7. S’il e´tait plus grand, on aurait 7 = λ˜+ ≥
1+ 2×7 ce qui n’est pas possible. Un autre argument est le suivant. Si le rang e´tait
≥ 15, alors la se´rie caracte´ristique de H2∞,{3}(Q, T3(E))∆ serait divisible par ξ2 et
λ− serait plus grand que 1+6, ce qui n’est pas le cas. Donc, Sˇ3(Q∞) = Sˇ3(Q(µ27)
∆).
Comme le re´gulateur de E est
(2×3 + 2×32 + 2×34 +O(36))ωE − 3(3 + 2×32 + 33 + 2×34 +O(36))ϕωE ,
que Tam(E/Q) = 1 et que E(Q) n’a pas de torsion, tout va bien !
Exemple. Pour 37A d’e´quation y2 + y = x3 − x, les nombres premiers 17 et 19
sont supersinguliers. On trouve pour L(E/Qp, 1)(1−ϕ)−1(1−p−1ϕ−1)1(L′p(E)) en
1
(4×17 + 11×172+O(173))ωE − 17(8×17 + 12×172+O(173))ϕωE pour p = 17
(13×19 + 10×192+O(193))ωE − 19(18×19+ 7×192 +O(193))ϕωE pour p = 19
Sans calculer de points, ces calculs impliquent que Sˇp(E/Q) est de rang 1 pour ces
deux nombres premiers. Bien suˆr on sait que E(Q) est infini et admet le point (0, 0)
comme ge´ne´rateur. On a
p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
17 ∞ 0,1 0, 19 3 1
19 ∞ 0,1 0, 19 1 1
La conjecture principale est vraie pour p = 17 et pour p = 19. Sur la Z17-
extension et sur la Z19, le rang reste e´gal a` 1. La croissance du groupe de Shafarevich
est controˆle´e par les valeurs suivantes de λ+ et λ− :
(53/18, 1/18) pour p = 17
(19/20, 1/20) pour p = 19
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On trouve en fait pour le re´gulateur p-adique
(4×17 + 11×172+O(173))ωE − 17(8×17+ 12×172 +O(173))ϕωE
(13×19 + 10×192+O(193))ωE − 19(18×19+ 7×192 +O(193))ϕωE
Les exemples suivants se traitent de la meˆme manie`re avec
L(E/Qp, 1)(1− ϕ)−1(1 − p−1ϕ−1)1(L′p(E)) = L1ωE − pL2ϕωE
E e´quation p P L1,L2 Tam tors
53A 1,-1,1,0,0 5 [0,0] 3 · 5+2 · 52+O(55), 4 · 5+52+2 · 54+O(55) 1 1
91B 0,1,1,-7,5 11 [-1,3] 7 · 11 + 8 · 112 +O(113), 7 · 11 +O(113) 1 3
106B 1, 1, 0,-7,5 7 [2,1] 4 · 72 + O(73), 6 · 7 + 2 · 72 + O(73) 2 1
145A 1,-1,1,-3,2 3 [0,1] 3+2.33+35+O(36), 2(3+33+34+35+O(36)) 1 2
Pour ces courbes, la composante p-primaire du groupe de Shafarevich-Tate est
triviale. La conjecture principale p-adique est vraie. J’ai d’autre part ve´rifie´ que le
logarithme p-adique des points donne´s est de valuation 1 et meˆme que les calculs
sont compatibles avec la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer p-adique.
Exemple. Soit E = 17A(−239). On a L(E, 1) = 0 et
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 d˜a− λ˜+
17A [1,-1,1,-1,-14] -239 3 ∞ 1,1 0,3 0,15 9 1
La conjecture principale est vraie.
Exemple. Pour les courbes suivantes, la conjecture principale est vraie, le rang
de Sˇp(E/Q) est 1 et X(E/Q)(p) est divisible, donc trivial si l’on peut exhiber un
point d’ordre infini :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
73A [1,-1,0,4,-3] -211 3 ∞ 1,1 0,3 0,13 1 1
102C [1,0,1,-256,1550] -187 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1
102C [1,0,1,-256,1550] -187 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1
34A [1,0,0,-3,1] -11 5 ∞ 1,1 0,5 0,25 5 1
24A [0,-1,0,-4,4] -211 7 ∞ 1,1 0,7 0,49 1 7
98A [1, 1, 0, -25, -111] 269 5 ∞ 1,3 0,5 0,25 5 1
38A [1, 0, 1, 9, 90] 428 5 ∞ 2,1 0,5 0,25 5 1
14A [1,0,1,4,-6] 12 5 ∞ ∞ 0,5 0,25 5 1
14A [1,0,1,4,-6] 185 11 ∞ 0,5 0,11 5 1
11A [0,-1,1,-10,-20] 61 19 ∞ 0,3 0,19 3 1
11A [0,-1,1,-10,-20] 65 19 ∞ 0,5 0,19 5 1
6.3.2. Proposition. Supposons ρp surjective, ap = 0, L(E, 1) = 0 et L
(∗)
p,ωE (E,1) 6=
0. Supposons qu’il existe un entier k tel que µk = 1, µk+2 = 0, λ˜−ǫ− λ˜ǫ ≥Mk+1 et
λk = 1 +Mk avec ǫ = (−1)k+1. Alors, la conjecture principale est vraie et le rang
de Sˇp(E) est e´gal a` 1. Meˆmes conclusions que dans la proposition 6.3.1.
On n’a pas force´ment λ˜− = 1 car µ1 est non nul.
De´monstration. On a comme pre´ce´demment λ(g) = λ˜−ǫ−λ˜′−ǫ = λ˜ǫ−λ˜′ǫ. Supposons
µ′k = 0, on a ne´cessairement λ
′
k < p
k, donc λ′−ǫ < p
k −Mk. D’autre part, λ˜′ǫ ≥ 1,
donc
λ˜−ǫ − pk +Mk ≤ λ(g) ≤ λ˜ǫ − 1
et
λ˜−ǫ − λ˜ǫ < pk − 1−Mk =Mk+1
ce qui est contradictoire avec l’hypothe`se faite. Donc µ′k = 1. On en de´duit que
(Pk/p) ≡ g(Qk/p) mod ωk dans Zp[x]/ωk(x) et donc que λ(g) = λk − λ′k ≤ λk −
1 −Mk = 0. Comme µ(g) est nul, g est une unite´ et la conjecture principale est
vraie. 
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Exemple. La proposition s’applique pour les courbes suivantes :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 λ˜− λ˜+
62A [1,-1,1,-1,1] -40 3 ∞ 1,1 0,5 0,11 5 3
46A [1,-1,0,-10,-12] 29 3 ∞ 1,1 0,5 0,13 7 3
52A [0,0,0,1,-10] 293 3 ∞ 1,1 0,5 0,15 9 3
94A [1,-1,1,0,-1] 137 3 ∞ 1,1 0,5 0,17 11 3
62A [1,-1,1,-1,1] -59 3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,29 3 9
38A [1,0,1,9,90] -132 5 ∞ 1,1 0,7 0,27 7 3
43A [0,1,1,0,0] -4 7 ∞ 1,1 0,7 0,49 7 1
17A [1,-1,1,-1,-14] 493 3 ∞ 1,1 0,3 0,9 3 1
17A [1,-1,1,-1,-14] -19 3 ∞ ∞ 0,3 0,9 3 1
Pour la dernie`re courbe, on a de plus un nouvel e´le´ment d’ordre infini dans
Sˇp(E/Q(µ9)
∆). Ainsi, il est pre´visible que λ˜− ≥ 1+2 = 3. Comme λ˜− = 3, les rangs
de Sˇp(E/Q(µ9)
∆) et de Sˇp(E/Q∞) sont exactement e´gaux a` 3. Cela n’empeˆche pas
λ˜+ d’eˆtre e´gal a` 1.
Exemple. Soit E = 115A(−127) la courbe d’e´quation y2 + y = x3 + 112903x +
22020117. Le point P = (11049/484, 52817151/10648) appartient a` E(Q) et est
d’ordre infini dont la puissance quatrie`me Q a comme logarithme 2×32 + 34 mod
35. Ce point n’est pas divisible par 3 dans E(Q) car P n’est pas dans le groupe
formel E1(Q3) en 3 (l’indice de E1(Q3) dans E(Q3) est premier a` 3). D’autre part,
L′p,ωE(E,1) = 27u mod 3
4 (avec u une unite´ 3-adique). Le groupe de Shafarevich-
Tate est donc d’ordre premier a` 3. Les invariants sont µ1 = 2, µ2 = 1, µ3 = µ4 = 0,
λ1 = 1, λ2 = 3, λ3 = 11, λ4 = 27. On a λ˜− = 5, λ˜+ = 7. La conjecture principale
est donc montre´e. On a enfin E(Q∞) = E(Q) et X(E/Qn)(3) est fini pour tout n.
6.4. Courbes de rang ≥ 2. Pour tout entier n, posons ǫn = 0 ou 1 selon que
δ(Lp(E/Q) = 0 ou non pour δ caracte`re d’ordre p
n (ou la composante) et soit
l’ordre de multiplicite´ σn de Lp(E/Q) en δ et σ
′
n = rgZp Sˇp(Qn) − rgZp Sˇp(Qn−1).
Alors, on a σ′n ≤ σn et
rgZE(Q∞) ≤
∑
n
pn−1(p− 1)σ′n ≤
∑
n
pn−1(p− 1)σn
et
σ0 +
∑
n>0
ǫn(σn − 1)pn−1(p− 1) +
∑
n>0
n≡0 mod 2
ǫnp
n−1(p− 1) ≤ λ˜+
σ0 +
∑
n>0
ǫn(σn − 1)pn−1(p− 1) +
∑
n≡1 mod 2
ǫnp
n−1(p− 1) ≤ λ˜−
ce qui peut aussi s’e´crire
σ0 +
∑
n>0
n≡0 mod 2
σnp
n−1(p− 1) +
∑
n≡1 mod 2
ǫn(σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ˜+
σ0 +
∑
n≡1 mod 2
σnp
n−1(p− 1) +
∑
n>0
n≡0 mod 2
ǫn(σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ˜−
donc,
2σ0 +
∑
n,σn≥1
(2σn − 1)pn−1(p− 1) ≤ λ˜− + λ˜+
et de meˆme en remplac¸ant σn par σ
′
n On peut en de´duire une borne du rang de
E(Q∞) en fonction de λ+ et λ−.
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6.4.1. Proposition. Supposons E(Q) de rang ≥ r. Si λ˜+ ou λ˜− est e´gal a` r, alors
la conjecture principale est vraie, E(Q) est de rang r et X(E/Q)(p) est fini.
Exemple. Reprenons la courbe E = 1909A d’e´quation y2 + y = x3 − 4x + 2 et
p = 3. La courbe E est de rang ≥ 2 sur Q et admet comme points inde´pendants
les points (−2, 1), (0, 1). Les calculs donnent µ1 = µ2 = 0, λ1 = 2, λ2 = 4 et donc
λ˜− = 2, λ˜− = 2. La conjecture principale est donc vraie. On a
L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L′′3(E))
∼ 2((32 +O(33))ωE − 3(32 +O(33))ϕωE)
Comme elle est non nulle, la conjecture de Birch-Swinnerton 3-adique est vraie a`
une unite´ pre`s. Le nombre de Tamagawa Tam(E) est 1. Par le calcul, le re´gulateur
p-adique des deux points est
(2×32 + 2×33 + 2×34 + 2×35 +O(37))ωE − 3(2×32 + 33 + O(35))ϕωE .
On en de´duit que X(E/Q)(3) est nul. Il n’est malheureusement pas possible pour
l’instant de revenir a` la conjecture complexe.
Exemple. Soit la courbe E = 70A(−299).
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 λ˜− λ˜+
70A [1, -1, 1, 2, -3] -299 3 ∞ 1,2 1,4 0,10 0,28 4 8
La courbeE a deux points inde´pendants qui sont (−132, 5356) et (42625, 8779396).
Leur re´gulateur est (34 + O(36))ωE − 3(34 + O(35))ϕωE . Il est facile de ve´rifier
qu’ils engendrent un sous-groupe de E(Q) d’indice premier a` 3. De plus, le signe
de l’e´quation fonctionnelle de Lp(E) est +1, donc 1(L
′
p(E)) = 0. Par contre,
L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L′′3(E))
= (34 +O(35))ωE − 3(34 +O(35)ϕ(ωE) .
On en de´duit que X(E/Q)(3) est trivial, que le rang de E(Q) est 2, que la
conjecture principale est vraie, que X(E/Qn)(3) est fini pour tout entier n et
que E(Q∞) = E(Q). En utilisant le fait que Tam(E/Q) = 32, que le sous-groupe
de torsion de E(Q) est d’ordre 2, que les points trouve´s engendrent E(Q) mo-
dulo torsion et que 1(L∗p(E)) = 1(L
′′
p(E))/2, ces calculs sont compatibles avec la
conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer.
Exemple. E = 17A(−56) :
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 λ˜− λ˜+
17A [1, -1, 1, -1, -14] -56 3 ∞ 0,2 0,4 2 2
Le re´gulateur p-adique des points (−42, 1568) et (4, 1560) est
(2×32 + 33 + 2×34 + 35 +O(36))ωE − 3(34 +O(35))ϕωE .
La de´rive´e premie`re de Lp(E) est nulle en 1 et on a
L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L′′3(E))
= (32 + 33 + 2×34 +O(35))ωE − 3(2×34 +O(35))ϕωE
On en de´duit que X(E/Q)(3) est trivial, que le rang de E(Q) est 2, que la
conjecture principale est vraie, que X(E/Qn)(3) est fini pour tout entier n et
que E(Q∞) = E(Q). En utilisant le fait que le sous-groupe de torsion de E(Q)
est d’ordre 2, que Tam(E/Q) = 16 et que 1(L∗p(E)) = 1(L
′′
p(E))/2, on ve´rifie la
compatibilite´ avec la conjecture p-adique de Birch et Swinnerton-Dyer.
Exemple. E = 145A(401)
E0 e´quation D p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 λ˜− λ˜+
145A [1, -1, 1, -3, 2] 401 3 ∞ 1, 1 0, 5 0, 9 3 3
34
Le programme mwrank donne comme ge´ne´rateurs
P1 = (3910, 239246) , P2 = (
7475822
5041
,
18407343402
357911
) , P3 = (
694073
169
,
566652579
2197
) .
Le re´gulateur p-adique de ces points est
(2×33 + 2×34 + 2×35 + 2×36 +O(38))ωE − 3(2×33 + 2×34 + 35 +O(37)ϕωE .
La conjecture principale est vraie et le rang de E(Q) est bien 3 car λ˜+ = 3. Quand
a` la de´rive´e troisie`me, on trouve que
L(E/Q3, 1)(1− ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L(3)p (E))
= (34 +O(35))ωE − 3(34 +O(35))ϕωE
Le sous-groupe de torsion de E(Q) est d’ordre 2, Tam(E/Q) = 4 et 1(L(∗)(E/Q)) =
1(L(3)(E/Q))/6. On de´duit de nouveau que X(E/Q)(3) est trivial.
Remarquons que dans la base (ωE ,−3ϕωE), la pente du re´gulateur des deux
points (P1, P2) est 2+3+3
2+2×33+O(34), la pente du re´gulateur de (P2, P3) est
2×33 + 34 + 2×36 + O(38) et la pente du re´gulateur des deux points (P1, P3) est
33+ 2×35+2×37+O(38), alors que la pente de (1−ϕ)−1(1− 3−1ϕ−1)1(L(3)p (E))
est 1 + O(3).
Annexe A
A.1. Crite`res de surjectivite´ de ρp. Nous donnons dans ce paragraphe des
conditions pour que l’image de GQ par la repre´sentation ρp = ρp,E donnant l’action
de GQ sur les points de p-torsion de E soit e´gale a` GL2(Z/pZ) en supposant que E
a bonne re´duction supersingulie`re et n’a pas multiplication complexe. Ces crite`res
sont suffisants pour tous les exemples nume´riques que nous avons calcule´. Ils sont
tire´s de [23].
A.1.1. Proposition. Soit G un sous-groupe de GL2(Z/pZ).
1 Si p divise l’ordre de G, alors soit G contient SL2(Z/pZ), soit G est contenu
dans un sous-groupe de Borel de GL2(Z/pZ).
2 Soit G un sous-groupe de GL2(Z/pZ) contenant un sous-groupe de Cartan C
(et p 6= 5 si C est de´ploye´). Alors soit G = GL2(Z/pZ), soit G est contenu dans un
sous-groupe de Borel, soit G est contenu dans le normalisateur d’un sous-groupe de
Cartan.
A.1.2. Lemme. Supposons que E a bonne re´duction supersingulie`re en p. Alors,
ρp(GQ) contient le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non de´ploye´. En par-
ticulier, si p 6= 2, soit ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), soit ρp(GQ) est le normalisateur d’un
sous-groupe de Cartan non de´ploye´.
[23, prop. 12]
Pour assurer que ρp(GQ) = GL2(Z/pZ), il suffit de rajouter une condition pour
que ρp(GQ) contienne un e´le´ment d’ordre p. Cela n’est bien suˆr possible que si E
n’a pas multiplication complexe. Commenc¸ons par le cas p = 3.
A.1.3. Lemme. Supposons que E a re´duction supersingulie`re en 3. Alors, ρ3(GQ) =
GL2(Z/3Z) si et seulement si son discriminant ∆E n’est pas un cube.
Autrement dit, il existe un nombre premier divisant NE tel que ordℓ(∆E) 6≡
0 mod 3. En effet, l’ordre de G = ρ3(GQ) est divisible par 3 si et seulement si ∆E
n’est pas un cube. Lorsque j 6= 0, cela est e´quivalent a` ce que j ne soit pas un cube.
A.1.4. Lemme. Supposons que E a bonne re´duction supersingulie`re en p. S’il existe
un nombre premier ℓ divisant strictement NE tel que ordℓ(jE) 6≡ 0 mod p, alors
ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
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Pour p 6= 3, cela impose que E n’a pas potentiellement bonne re´duction.
A.1.5. Proposition. Supposons E semi-stable et ayant bonne re´duction supersin-
gulie`re en p. Alors, si p ≥ 7, ρp(GQ) = GL2(Z/pZ). Il en est de meˆme pour tous
les twists de E par un discriminant premier a` pNE.
A.1.6. Proposition. Supposons p ≥ 5 et E ayant bonne re´duction supersingulie`re
en p. S’il existe un nombre premier ℓ tel que al 6≡ 0 mod p, a2l 6≡ 4ℓ mod p,
(
a2l−4ℓ
p ) = 1, alors ρp(GQ) = GL2(Z/pZ).
Cela se de´duit de la proposition 19 de [23] en utilisant le fait que ρp(GQ) contient
le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan non de´ploye´.
A.2. Constante de Manin. Soit E une courbe elliptique sur Q ayant bonne
re´duction supersingulie`re en p et π : X0(NE) → E une parame´trisation mini-
male. Alors la constante cπ est premie`re a` p. En effet, il est de´montre´ que si E
est la courbe de Weil forte, cela est le cas. Comme E a bonne re´duction supersin-
gulie`re, il n’existe pas d’isoge´nie sur Q de degre´ p. En effet, dans le cas contraire,
l’image de GQ dans GL2(Z/pZ) serait contenue dans un sous-groupe de Borel, ce
qui est impossible car elle contient le normalisateur d’un sous-groupe de Cartan.
On de´montre donc en meˆme temps que le sous-groupe de E(Q) est d’ordre premier
a` p.
Annexe B. Du coˆte´ des calculs
B.1. Pre´cisions nume´riques. Pour controˆler la pre´cision nume´rique dans les cal-
culs, on utilise les affirmations suivantes de [15]. Soit F une fonction localement
analytique. Si F (x) =
∑
i ci(x−a)ip est le de´veloppement en a, soit I(F, a, n) l’ide´al
engendre´ par les cjp
(j−1)n pour j ≥ 1. Posons I(F, n) =∑a mod pn I(F, a, n). Alors
avec M ′E = ZpωE − pϕωEZp,∫
Z∗p
Fdµ−
∑
a mod pn
F (a)µ(a+ pnZp) ∈ C−1p⌊n/2⌋I(F, n)M ′E .
Nume´riquement, pour de´cider de la pre´cision a` utiliser, nous avons besoin de ces
congruences. Donnons quelques exemples :
B.1.1. Prenons les fonctions puissances xk. On a alors I(xk, n) ⊂ Zp. En effet
xk =
∑
j
(
k
j
)
aj(x− a)j. On a donc en appliquant la formule pour n = 1∫
Z∗p
xkdµ−
∑
a mod p
akµ(a+ pZp) ∈M ′E .
Comme µ(a + pZp) ∈ p−1M ′E et que ak est un entier (et meˆme une unite´), on en
de´duit que Lp(E)(χ
k) ∈ p−1M ′E. Ensuite en prenant n quelconque,∫
Z∗p
xkdµ−
∑
a mod pn
akµ(a+ pnZp) ∈ p⌊n/2⌋M ′E .
Si k est congru a` 0 mod ps−1(p−1), on peut eˆtre plus pre´cis sur l’ide´al I(xk, n). Par
de´finition, c’est l’ide´al engendre´ par les
(
k
j
)
p(j−1)n. Or on a
(
k
j
)
= kj
(
k−1
j−1
) ∈ kjZp
pour j ≥ 1. Or pour j ≥ 2 et n ≥ 1,
ordp((j − 1)−1p(j−1)n) ≥ j − 1− ordp(j − 1) ≥ 0 .
Donc pour k ≡ 0 mod ps−1(p− 1), I(xk, n) ⊂ ps−1Zp,∫
Z∗p
xkdµ−
∑
a mod pn
akµ(a+ pnZp) ∈ ps−1+⌊n/2⌋M ′E .
36
Ainsi, lorsque
∫
Z∗p
dµ = 0, la valeur de
∫
Z∗p
xkdµ est de plus en plus divisible par 0.
B.1.2. Comparons xk et xk
′
pour k ≡ k′ mod ps−1(p− 1), ce qui revient a` calculer
l’ide´al I(xk(xp
s(p−1) − 1), n) ⊂ I(xj − 1, n) avec j = ps−1(p − 1). Le p − 1 sert
(peut-eˆtre) par ap−1 ≡ 1 mod p. Je ne pense pas qu’on puisse faire mieux que
I(∗, n) = ps−1Zp. On en de´duit que∫
Z∗p
xkdµ−
∫
Z∗p
xk
′
dµ ≡
∑
a mod pn
(ak − ak′ )µ(a+ pnZp) mod ps−1+⌊n/2⌋M ′E
∈ ps−(⌊n/2⌋+1)M ′E + ps−1+⌊n/2⌋M ′E = ps−1+⌊n/2⌋M ′E
car ak − ak′ ≡ 0 mod ps. En prenant n = 1, on obtient∫
Z∗p
xkdµ ≡
∫
Z∗p
xk
′
dµ mod ps−1M ′E .
Autrement dit, si k ≡ k′ mod ps(p− 1), on a
Lp(E)(χ
k) ≡ Lp(E)(χk′ ) mod psM ′E .
B.1.3. Passons au logarithme. Du de´veloppement logp x = logp a+
∑
j(−1)j−1 (x−a)
j
j ,
on de´duit que I(logp x, n) ⊂
∑
j≥1 j
−1pn(j−1)Zp = Zp . D’ou` la congruence que l’on
avait utilise´ ∫
Z∗p
logp x dµ−
∑
a mod pn
logp a µ(a+ p
nZp) ∈ p⌊n/2⌋M ′E .
Comme de plus logp a est a` valeurs dans pZp, en appliquant cette formule pour
n = 1, on en de´duit que
∫
Z∗p
logp x dµ ∈ Zp.
On a de meˆme I(logkp x, n) ⊂ Z. Comme∑
a mod pn
logkp a µ(a+ p
nZp) ∈ pk−(⌊n/2⌋+1)M ′E .
en prenant n = 1, on obtient que
∫
Z∗p
logkp x dµ ∈M ′E. Explicitement,∫
Z∗p
logkp x dµ ≡ XmωE − Ym(pϕωE) mod pmM ′E
avec
Xm = (−p)−m
p2m∑
a=1
(a,p)=1
logkp a x
+(
a
p2m
)
Ym = (−p)−m−1
p2m∑
a=1
(a,p)=1
logkp a x
+(
a
p2m−1
)
(B.1.1)
B.1.4. Formule de Taylor. Prenons comme fonction analytique la fonction analy-
tique (de´pendant de k et de r)
F (x) =
1
kr+1
(xk −
r∑
j=0
kj logjp x
j!
) .
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Dit rapidement, F (x) est une combinaison line´aire infinie de logsp x avec s > r a`
coefficients entiers. On en de´duit que I(F, n) ⊂ Zp. De plus les valeurs de F sont
dans Zp. On en de´duit que
k−(r+1)

∫
Z∗p
xkdµ−
r∑
j=0
kj
∫
Z∗p
logjp x dµ
j!

 ∈ p−1M ′E .
Ainsi, ∫
Z∗p
xkdµ−
r−1∑
j=0
kj
∫
Z∗p
logjp x dµ
j!
≡ kr
∫
Z∗p
logjp x dµ
r!
mod p−1kr+1M ′E
ou encore
Lp(E)(χ
k)−
r−1∑
j=0
kj
1(L
(j)
p (E))
j!
≡ kr 1(L
(r)
p (E))
r!
mod p−1kr+1M ′E
ou encore lorsque 1(L
(j)
p (E)) = 0 pour tout j < r,
k−rLp(E)(χ
k) ≡ 1(L
(r)
p (E))
r!
mod p−1kM ′E .
Ainsi, la limite de k−rLp(E)(χ
k) lorsque k tend vers 0 p-adiquement est
1(L(r)p (E))
r! .
On en de´duit la proposition anecdotique suivante :
B.1.1. Proposition. Dans une base de Dp(E), la limite de la pente de Lp(E)(χ
k)
lorsque k tend vers 0 p-adiquement est e´gale a` la pente de la premie`re de´rive´e non
nulle de Lp(E) en 1.
B.1.5. Version tordue par un caracte`re quadratique. Pour rentabiliser certains cal-
culs et avoir acce`s a` plus de courbes, il est commode de faire les expe´rimentations
relativement aux courbes elliptiques E(d) tordues par un caracte`re quadratique de
discriminant d d’une courbe fixe´e E. On renvoie a` [15] et a` [3] pour les formules.
Par exemple, les polynoˆmes d’interpolation a` calculer sont essentiellement (a` une
unite´ p-adique pre`s) les polynoˆmes
P d,(j)n =
|d|pn+1∑
a=0
(a,dp)=1
(
d
a
)
Teichj(a)xs(d)(
a
pn+1|d| )(1 + x)
rn(a)
ou` s(d) est le signe de d.
Annexe C. Tableaux
Dans les tableaux suivants, nous donnons une liste des “types” de λi, µi que
nous avons rencontre´ dans les calculs. Plus pre´cise´ment, on donne
(1) le nombre premier p (supersingulier pour les courbes e´tudie´es)
(2) dans la colonne i, la liste (λi, µi) pour i = 1, . . . , 4 lorsque ces nombres ne
se de´duisent pas des pre´ce´dents, c’est-a`-dire jusqu’au premier i pair et le
premier i impair tel que µi = 0.
(3) dans la colonne CP,
(a) CP signifie que la conjecture principale est montre´e (simplement avec
ces nombres)
(b) *CP signifie qu’il faut de plus ve´rifier que L′p,ωE(E,1) 6= 0
(c) *CP-rang signifie qu’il faut de plus ve´rifier L
(∗)
p,ωE(E,1) 6= 0 et que le
rang de E(Q) est supe´rieur a` 2.
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(d) **CP si on ve´rifie de plus que L
(∗)
p,ωE(E,1) 6= 0 et que [L′p(E), ω˜E ]Dp(E) 6≡
0 mod ξ1.
(e) CP-tam signifie qu’il faut ve´rifier en plus que Tam n’est pas premier
a` p, ce qui avec les donne´es en question ne peut eˆtre que vrai.
(4) dans les colonnes λ˜− et λ˜+, les valeurs de ces invariants, qui se calculent
simplement a` l’aide des donne´es pre´ce´dentes.
Ainsi, CP, *CP et **CP ne font intervenir que des conditions de type modulaire.
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p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
3 0 0,0 CP 0 0
3 1 0,2 0,4 CP-tam 2 2
3 1 0,2 0,6 CP 2 4
3 1 0,2 0,8 CP 2 6
3 1 0,2 1,2 0,28 CP 2 8
3 1 0,2 1,2 0,32 CP 2 12
3 1 1,0 0,4 0,10 CP 4 2
3 1 1,0 0,4 0,12 CP 6 2
3 1 1,0 0,4 0,16 CP 10 2
3 1 1,0 0,4 0,18 CP 12 2
3 1 1,0 0,6 0,10 4 4
3 1 1,0 0,6 0,12 CP 6 4
3 1 1,0 0,6 0,16 CP 10 4
1 1 1,0 1,2 0,10 0,30 CP 4 10
3 2 0,2 0,4 2 2
3 2 0,2 0,6 CP 2 4
3 2 0,2 0,8 CP 2 6
3 2 0,2 1,4 0,28 CP 2 8
3 2 0,2 1,4 0,30 CP 2 10
3 2 0,2 1,4 0,32 CP 2 12
3 2 0,2 1,6 0,28 CP 2 8
3 2 0,2 1,6 0,30 CP 2 10
3 2 0,2 1,6 0,32 CP 2 12
3 2 1,2 0,4 0,10 CP 4 2
3 2 1,2 0,4 0,12 CP 6 2
3 2 1,2 0,4 0,14 CP 8 2
3 2 1,2 0,6 0,10 4 4
3 2 1,2 0,6 0,12 CP 6 4
3 2 1,2 0,6 0,16 CP 10 4
3 2 1,2 0,8 0,12 6 6
3 2 1,2 1,4 0,10 0,28 CP 4 8
3 2 1,2 1,4 0,12 0,28 CP 6 8
3 2 1,2 1,6 0,10 0,28 CP 4 8
3 2 2,0 0,4 0,10 CP 4 2
3 2 2,0 0,4 0,12 CP 6 2
3 2 2,0 0,4 0,14 CP 8 2
3 2 2,0 0,4 0,18 CP 12 2
3 2 2,0 0,6 0,10 4 4
3 2 2,0 0,6 0,14 CP 8 4
3 2 2,0 1,4 0,10 0,28 CP 4 8
3 2 2,0 1,8 0,10 0,28 CP 4 8
3 3 0,2 0,4 CP-tam 2 2
3 3 0,2 0,6 CP 2 4
3 3 1,2 0,4 0,10 CP 2 4
3 3 1,2 0,6 0,10 4 4
3 3 1,2 0,6 0,12 6 4
3 3 1,2 0,6 0,16 10 4
3 3 2,2 0,4 0,10 CP 4 2
3 3 2,2 0,4 0,12 CP 6 2
3 3 2,2 0,8 0,10 4 6
3 4 0,2 0,4 2 2
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p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
3 ∞ 0,1 0,3 *CP 1 1
3 ∞ 0,1 0,5 *CP 1 3
3 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 5
3 ∞ 0,1 1,3 0,27 *CP 1 7
3 ∞ 0,1 1,3 0,29 *CP 1 9
3 ∞ 0,1 1,5 0,27 *CP 1 7
3 ∞ 0,1 1,5 0,29 *CP 1 9
3 ∞ 0,1 1,7 0,27 *CP 1 7
3 ∞ 0,1 2,5 0,29 *CP 1 9
3 ∞ 0,1 ∞ 0,31 *CP 1 11
3 ∞ 0,1 ∞ 0,27 *CP 1 7
3 ∞ 0,2 0,4 *CP-rang 2 2
3 ∞ 0,2 0,6 *CP-rang 2 4
3 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 6
3 ∞ 0,2 1,4 0,28 *CP-rang 2 8
3 ∞ 0,2 1,4 0,30 *CP-rang 2 10
3 ∞ 0,2 1,6 0,28 *CP-rang 2 8
3 ∞ 0,2 1,6 0,30 *CP-rang 2 10
3 ∞ 0,2 1,8 0,30 *CP-rang 2 10
3 ∞ 0,2 2,4 0,28 *CP-rang 2 8
3 ∞ 1,1 0,3 0,9 *CP 3 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,11 *CP 5 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,13 *CP 7 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,15 *CP 9 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,17 *CP 11 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,19 *CP 13 1
3 ∞ 1,1 0,5 0,9 3 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,11 *CP 5 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,13 *CP 7 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,15 *CP 9 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,17 *CP 11 3
3 ∞ 1,1 0,7 0,9 3 5
3 ∞ 1,1 0,7 0,11 5 5
3 ∞ 1,1 0,7 0,13 *CP 7 5
3 ∞ 1,1 0,7 0,15 *CP 9 5
3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,27 *CP 3 7
3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,29 *CP 3 9
3 ∞ 1,1 1,3 0,9 0,33 *CP 3 13
3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,27 5 7
3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,29 5 9
3 ∞ 1,1 1,3 0,11 0,33 *CP 5 13
3 ∞ 1,1 1,3 0,13 0,27 7 7
3 ∞ 1,1 1,3 0,13 0,29 7 9
3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,27 3 7
3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,29 3 9
3 ∞ 1,1 1,5 0,9 0,31 3 11
3 ∞ 1,1 1,7 0,9 0,31 3 11
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p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
3 ∞ 1,2 0,4 0,10 *CP-rang 4 2
3 ∞ 1,2 0,4 0,12 *CP-rang 6 2
3 ∞ 1,2 0,4 0,14 *CP-rang 8 2
3 ∞ 1,2 0,4 0,16 *CP-rang 10 2
3 ∞ 1,2 0,6 0,10 4 4
3 ∞ 1,2 0,6 0,14 *CP-rang 8 4
3 ∞ 1,2 0,8 0,10 4 6
3 ∞ 1,2 0,8 0,14 *CP-rang 8 6
3 ∞ 1,2 1,4 0,10 0,28 *CP-rang 4 8
3 ∞ 2,1 0,3 0,9 *CP 3 1
3 ∞ 2,1 0,3 0,11 *CP 5 1
3 ∞ 2,1 0,3 0,13 *CP 7 1
3 ∞ 2,1 0,3 0,15 *CP 9 1
3 ∞ 2,1 0,5 0,9 3 3
3 ∞ 2,1 0,5 0,11 5 3
3 ∞ 2,1 0,5 0,13 7 3
3 ∞ 2,1 0,7 0,9 3 5
3 ∞ 2,1 0,7 0,11 5 5
3 ∞ 2,1 0,7 0,19 13 5
3 ∞ 2,1 1,3 0,9 0,27 3 7
3 ∞ 2,1 1,3 0,9 0,29 *CP 3 9
3 ∞ 2,1 1,3 0,11 0,27 5 7
3 ∞ 2,1 1,3 0,13 0,27 7 7
3 ∞ 2,2 0,4 0,10 *CP-rang 4 2
3 ∞ 2,2 0,4 0,12 *CP-rang 6 2
3 ∞ 2,2 0,6 0,12 6 4
3 ∞ 2,2 0,6 0,14 8 4
3 ∞ 2,2 0,8 0,12 6 6
3 ∞ 3,1 0,3 0,9 *CP 3 1
3 ∞ 3,1 0,3 0,11 *CP 5 1
3 ∞ 3,1 0,3 0,15 *CP 7 1
3 ∞ 3,1 0,5 0,9 3 3
3 ∞ 3,1 0,5 0,11 5 3
3 ∞ 3,1 0,5 0,13 7 3
3 ∞ 3,1 0,5 0,15 9 3
3 ∞ 3,1 1,3 0,13 0,27 7 7
3 ∞ 4,1 0,3 0,9 *CP 3 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,11 *CP 5 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,13 *CP 7 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,17 *CP 11 1
3 ∞ ∞ 0,4 0,10 *CP-rang 4 2
3 ∞ ∞ 0,4 0,12 *CP-rang 6 2
3 ∞ ∞ 0,5 0,9 **CP 3 3
3 ∞ ∞ 0,5 0,11 5 3
3 ∞ ∞ 0,5 0,13 7 3
3 ∞ ∞ 0,5 0,15 9 3
3 ∞ ∞ 0,6 0,10 4 4
3 ∞ ∞ 0,6 0,12 6 4
3 ∞ ∞ 0,7 0,9 **CP 3 5
3 ∞ ∞ 0,7 0,11 5 5
3 ∞ ∞ 0,7 0,13 7 5
3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,27 **CP 3 7
3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,29 **CP 3 9
3 ∞ ∞ 1,3 0,9 0,31 **CP 3 11
3 ∞ ∞ 1,3 0,11 0,27 5 7
3 ∞ ∞ 1,4 0,10 0,28 4 8
3 ∞ ∞ 1,4 0,12 0,28 4 8
3 ∞ ∞ 1,5 0,9 0,27 **CP 3 7
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p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
5 0 0,0 CP 0 0
5 1 0,2 0,6 CP-tam 2 2
5 1 0,2 0,8 CP 2 4
5 1 0,2 0,12 CP 2 8
5 1 0,4 0,6 CP 4 2
5 1 1,0 0,6 0,26 CP 6 2
5 2 0,2 0,6 2 2
5 2 0,2 0,8 CP 2 4
5 2 0,2 0,10 CP 2 6
5 2 0,4 0,6 CP 4 2
5 2 1,2 0,6 0,26 CP 6 2
5 2 1,2 0,6 0,28 CP 8 2
5 ∞ 0,1 0,5 *CP 1 1
5 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 3
5 ∞ 0,1 0,9 *CP 1 5
5 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 7
5 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 9
5 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 11
5 ∞ 0,2 0,6 2 2
5 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 4
5 ∞ 0,2 0,10 *CP-rang 2 6
5 ∞ 0,2 0,12 *CP-rang 2 8
5 ∞ 0,3 0,5 *CP 3 1
5 ∞ 0,3 0,7 3 3
5 ∞ 0,3 0,9 3 5
5 ∞ 0,3 0,11 3 7
5 ∞ 0,3 0,13 3 9
5 ∞ 0,4 0,6 *CP-rang 4 2
5 ∞ 0,4 0,8 4 4
5 ∞ 0,4 0,10 4 6
5 ∞ 0,4 0,12 4 8
5 ∞ 1,1 0,5 0,25 *CP 5 1
5 ∞ 1,1 0,5 0,27 *CP 7 1
5 ∞ 1,1 0,5 0,29 *CP 9 1
5 ∞ 1,1 0,5 0,31 *CP 11 1
5 ∞ 1,1 0,7 0,25 5 3
5 ∞ 1,1 0,7 0,27 *CP 7 3
5 ∞ 1,1 0,9 0,27 7 5
5 ∞ 1,1 0,9 0,25 5 5
5 ∞ 1,1 0,11 0,25 5 7
5 ∞ 1,2 0,6 0,26 *CP-rang 6 2
5 ∞ 1,2 0,6 0,28 *CP-rang 8 2
5 ∞ 1,2 0,8 0,26 6 3
5 ∞ 1,3 0,5 0,25 *CP 5 1
5 ∞ 1,3 0,7 0,27 7 3
5 ∞ 1,3 0,5 0,27 *CP 7 1
5 ∞ 1,3 0,15 0,25 5 11
5 ∞ 2,1 0,5 0,25 *CP 5 1
5 ∞ ∞ 0,5 0,25 *CP 5 1
5 ∞ ∞ 0,7 0,25 **CP 5 3
5 ∞ ∞ 0,8 0,26 6 4
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p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
7 0 0,0 CP 0 0
7 2 0,2 0,8 2 2
7 2 0,2 0,10 CP 2 4
7 2 0,4 0,8 CP 4 2
7 ∞ 0,1 0,7 *CP 1 1
7 ∞ 0,1 0,9 *CP 1 3
7 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 5
7 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 7
7 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 9
7 ∞ 0,2 0,8 *CP-rang 2 2
7 ∞ 0,2 0,10 *CP-rang 2 4
7 ∞ 0,3 0,7 CP 3 1
7 ∞ 0,3 0,9 3 3
7 ∞ 0,3 0,11 3 5
7 ∞ 0,3 0,13 3 7
7 ∞ 0,4 0,8 *CP-rang 4 2
7 ∞ 0,4 0,10 4 4
7 ∞ 0,4 0,12 4 6
7 ∞ 0,5 0,7 *CP 5 1
7 ∞ 0,5 0,9 5 3
7 ∞ 0,5 0,11 5 5
7 ∞ 0,5 0,13 5 7
7 ∞ 0,6 0,8 *CP-rang 6 2
7 ∞ 0,6 0,10 6 4
7 ∞ 1,1 0,7 0,49 *CP 7 1
7 ∞ 1,1 0,9 0,49 **CP 7 3
7 ∞ 1,4 0,10 0,50 8 4
7 ∞ ∞ 0,9 0,49 **CP 7 3
11 0 0,0 CP
11 ∞ 0,1 0,11 *CP 1 1
11 ∞ 0,1 0,13 *CP 1 3
11 ∞ 0,1 0,15 *CP 1 5
11 ∞ 0,2 0,12 *CP-rang 2 2
11 ∞ 0,3 0,11 *CP 3 1
11 ∞ 0,4 0,14 4 4
11 ∞ 0,5 0,11 *CP 5 1
17 0 0,0 CP 0 0
17 2 0,2 0,18 2 2
19 0 0,0 CP 0 0
19 ∞ 0,3 0,19 *CP 3 1
19 ∞ 0,5 0,19 *CP 5 1
44
p µ0 µ1, λ1 µ2, λ2 µ3, λ3 µ4, λ4 CP λ˜− λ˜+
3 0 0,0 0,2 0,6 0,20 CP 0 0
3 2 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2
3 2 0,2 0,6 0,8 0,24 CP 2 4
3 2 0,2 0,8 0,8 0,26 CP 2 6
3 2 0,2 1,2 0,8 0,28 CP 2 8
3 2 1,2 0,4 0,12 0,22 CP 6 2
3 2 1,2 0,4 0,10 0,22 CP 4 2
3 2 1,2 0,4 0,14 0,22 CP 8 2
3 2 1,2 0,4 0,16 0,22 CP 10 2
3 2 1,2 0,6 0,10 0,24 4 4
3 2 2,0 0,4 0,10 0,22 CP 4 2
3 2 2,0 0,4 0,12 0,22 CP 6 2
3 2 2,0 0,8 0,10 0,26 CP 4 6
3 4 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2
3 ∞ 0,1 0,3 0,7 0,21 *CP 1 1
3 ∞ 0,1 0,5 0,7 0,23 *CP 1 3
3 ∞ 0,1 0,7 0,7 0,25 *CP 1 5
3 ∞ 0,1 1,1 0,7 0,27 *CP 1 7
3 ∞ 0,1 1,1 0,7 0,29 *CP 1 9
3 ∞ 0,2 0,4 0,8 0,22 2 2
3 ∞ 0,2 0,6 0,8 0,24 2 4
3 ∞ 0,2 0,8 0,8 0,26 2 6
3 ∞ 0,2 1,2 0,8 0,28 2 8
3 ∞ 1,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,11 0,21 5 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,15 0,21 *CP 9 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,19 0,21 *CP 13 1
3 ∞ 1,1 0,3 0,13 0,21 *CP 7 1
3 ∞ 1,1 0,5 0,9 0,23 3 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,11 0,23 5 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,13 0,23 7 3
3 ∞ 1,1 0,5 0,17 0,23 11 3
3 ∞ 1,1 0,7 0,9 0,25 3 5
3 ∞ 1,1 0,7 0,11 0,25 5 5
3 ∞ 1,2 0,4 0,10 0,22 4 2
3 ∞ 1,2 0,4 0,14 0,22 8 2
3 ∞ 1,2 0,6 0,10 0,24 4 4
3 ∞ 2,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1
3 ∞ 2,1 0,5 0,9 0,23 3 3
3 ∞ 2,1 0,7 0,11 0,25 5 5
3 ∞ 2,2 0,4 0,10 0,22 4 2
3 ∞ 3,1 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1
3 ∞ 3,1 0,3 0,11 0,21 *CP 5 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,9 0,21 *CP 3 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,11 0,21 *CP 5 1
3 ∞ ∞ 0,3 0,13 0,21 *CP 7 1
3 ∞ ∞ 0,4 0,10 0,22 *CP 4 2
3 ∞ ∞ 0,5 0,9 0,23 **CP 3 3
3 ∞ ∞ 0,5 0,11 0,23 5 3
3 ∞ ∞ 0,5 0,13 0,23 7 3
Table pour a3 6= 0
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